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Ankündigung. 



Der groasartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird, 
nicht ïum kleinsten Maaaae durch die Anshilduni und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel, der ExperimBTtTälvorlesTingen, Labora- 
torien u. 8. w-, bedingt. Während aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwärtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste Temiittelt wird, haben hoch- 
stehende und weitblickende Männer wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen müssen, welcher der gegenwärtigen wissenschaftlichen 
Ausbildung jüngerer Kififte nur xu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Geb&ude der Wiasenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesanunten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lernenden lugänglieh gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschaä^ werden, welches das Eindringen 
in die Wissenschaft ffleichzeltig belebt und vertieft Dasselbe ist 
aber auch ein Forscliungsmitte] von grosser Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben , sondern 
es ruhen in ihnen noch lahlloae andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenscliaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Scliriften eine unerschö|i fliehe Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschatten BolSen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis lut Physiologie umfassen und werden Abhandinngen 
aus den Gebieten deiMathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
einschliesslich Kryatallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Auegaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
Bohaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheiluneen 
übernahmen: ffir Astronomie Prof Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (Manchen), für Pflanzen physiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 

Um die Anschaffung der Klassiker der exakten Wissenschaften 
Jedem zu ermöglichen und ihnen weiteste Verbreitung lu sichern, 
ist der Preis für den Druckbogen à J6 Seiten von jetzt an auf 
jl —.25 festgesetzt worden. Textliche Abbildungen und Tafeln je- 
doch machen eine entsprechende Preiserhöhung erforderlich. 

Fotlsebung aiil der driltan Seil« de» LlnuchlaBBS. 
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Zwei Abhandlungen 

übel- 

SPHÄRISCHE TRIGONOMETRIE. 

Grundzüge der sphärisohen Trigonometrie 



ärisohe Trigonometrie 

1753 und 1779. 



LEONHÂRD EULER. 



Aus dem Franzi; si a eben und Lateinischen Übersetzt 



E. Haiiiiiier. 

Mit Figureu im Text. 



LEIPZIG 

VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 
1896. 
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Grundzüge der sphärischen Trigonometrie. 

Abgeleitet nach der Methode der grössten 
niid kleinsten Wertlie. 



L. Euler. 



bekanntlich stellt ein einer KngeloberfläcUe angehörender 
Groääkreisbogeri den kürzesten Weg dar, der auf dieser Fläche 
zwischen zwei beliebigen Pnnkten des Bogens vorhanden ist. 
Ein sphärisches Dreieck kann also auf folgende Ai-t definirt 
werden: denkt man sich auf der Oberfläche einer Kugel drei 
Punkte gegeben und zwischen je zweien die kürzeste der 
Fläche angehörende Linie gezogen, so ist das durch diese drei 
Linien begrenzte Stück der Kngeloberfläche ein sphäiiscbes 
Dreieck. Die Methode der grössten und kleinsten Werthe wird, 
da die Seiten eines sphärischen Dreiecks kürzeste Linien sind, 
zur Bestimmung dieser Seiten tauglich sein; sodann wird man 
die Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln aufstellen können 
und gerade diese sind der Gegenstand der sphärischen Trigono- 
metrie. Denn mit den drei Punkten, die als Ecken des Drei- 
ecks gegeben sind, sind sowohl die drei Seiten als die drei 
Winkel des Dreiecks bestimmt, und diese sechs Stücke stehen 
derart in Beziehung an einander, dass, wenn drei beliebige von 
ihnen gegeben sind, die drei andern bestimmt werden können. 

Diese Eigenschaft haben die sphärischen Dreiecke mit 
den ebenen, die die elementare Trigonometrie auflösen lehrt, 
gemeinsam. Ein ebenes Dreieck ist ein Stück einer Ebene, 
das durch drei auf dieser Ebene bezeichnete Punkte dadurch 
gegeben ist, dass man diese drei Punkte paai^weise durch 
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4 L. Enler. 

kürzeste Linien, <i. h. in der Ebene gerade Linien, verbindet. 
Ganz ebenso ist ein apbärisclies Dreieck das Stück einer Kugel- 
oberfläche, das durch drei auf dieser Fläche bezeichnete Pnnkte 
dadurch gegeben wird, das» man diese drei Punkte paarweise 
durch die kürzesten Linien verbindet, die auf der Kugelober- 
fläche gezogen werden können. Das sphärische Dreieck geht 
in ein ebenes über, wenn der Halbmesser der Kugel unbegrenzt 
wächst; eine Ebene kann als Eugelfläche von unendlich grossem 
Halbmesser angesehen werden. 

Ohne Zweifel wird man einwenden, dass es methodischen 
Regeln zuwiderlaufe, wenn man die Infinitesimalrechnung zur 
Herleitung der Grundformeln der sphärischen Trigonometrie 
gebrauchen wolle; ganz abgesehen davon, dass es unnöthig 
erscheine, diese Grundlagen noch auf neuen Wegen festzustellen, 
da doch die, denen man seither gefolgt ist, sich auf die Ele- 
mentar gc omet rie gründen und die Strenge dieses Zweiges der 
Mathematik anderen Abschnitten als Muster diene. Allein da- 
gegen habe ich erstens zu bemerken, dass die Methode der 
grösäten nnd kleinsten Werthe ein neues Interesse gewinnt, 
wenn gezeigt wird, dass man mit ihrer Hilfe allein zur Auf- 
lösung der sphärischen Dreiecke gelangen kann; und sodann 
ist es immer von Nutzen, auf verschiedenen Wegen dieselben 
Wahrheiten zu erreichen, da ans diesem Verfahren sich stets 
neue Gesichtspunkte ergeben. 

Ausserdem ist aber daran zu erinnern, dass jene Methode 
der grössten und kleinsten Werthe viel aUgemeiner ist, als 
das sonst übliche Verfahren. Denn dieses beschränkt sich auf 
die Behandlung von Dreiecken, die einer Ebene oder einer 
Kugelfiäche angehören, während jene Methode ganz ebenso 
auf beliebige Oberflächen angewandt werden kann; wenn man 
die Dreiecke untersuchen will, die auf einer beliebigen sphä- 
roidischen oder conoidiacLen Fläche dadurch gebildet werden, 
dass man ihre drei Eckpunkte annimmt, während ihre Seiten 
die drei kürzesten der Oberfläche angehörenden Linien zwischen 
je zweien dieser drei Pnnkte bilden sollen, so versagt die ge- 
wöhnliche Methode für diese Untersuchung, man musa vielmehr 
hier dann unbedingt die Methode der grössten und kleinsten 
Werthe benutzen, ohne die selbst die Natur der Dreiecks selten 
(jener drei kürzesten Linien) nicht zu erkennen wäre. Die 
Wichtigkeit dieser Art der Untersuchung leuchtet ein : die Ober- 
fläche der Erde ist nicht sphärisch, sondern sphäroidisch, ein der 
Erdoberfläche angehörendes Dreieck ist demnach von der eben 
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Grund Züge der sphärischen Trigoi 

besprocheoen Art. Man hat sich, um dies einzusehen, nur drei 
Punkte auf der Erdoberfläche angenommen zu denken und sie 
paarweise durch die kilrzesten Linien zn verbindenj die zwischen 
je zweien auf der sphäroidischen Fläche gezogen werden 
können (diese Linien kann man sich durch Fäden, die von 
einem zum andern Punkt gespannt werden, verainnlichen). In 
dieser Art hat man sich die Dreiecke vorzustellen, die bei 
den Triangulationen zu Erd m essungs zwecken gebildet werden. 
Freilich betrachtet man diese Dreiecke gewöhnlich als eben 
und geradlinig, höchstens werden sie sphärisch berechnet; 
wenn man sie aber sehr viel grösser machen könnte und ihre 
Berechnung mit der änssersten möglichen Genauigkeit durch- 
zuführen hätte, so mUaste man ohne Zweifel die wirkliche 
Natur dieser Dreiecke feststellen und könnte dies nur mit 
Hülfe der mehrfach angedeuteten Methode. 

Diesem Ausblick auf die geodätische Wichtigkeit der 
Methode entsprechend wird es angezeigt sein, sie auch zur 
Anflösung der sphärischen Dreiecke zu verwenden; denn 
einmal wird die Untersuchung auch als Grundlage für die 
Auflösung der einer beliebigen sphäroidischen Oberfläche an- 
gehörenden Dreiecke dienen können, und auf der andern Seite 
wird sie bemerkenswerthe Ergebnisse liefern, sowohl für die 
sphärische Trigonometrie selbst, als auch für die Methode der 
grösaten und kleinsten Werthe, deren Ausdehnung und Nutzen 
mehr und mehr erkannt werden wird. Seitdem gezeigt worden 
ist, dass die meisten mechanischen und physikalischen Probleme 
bei Anwendung dieser Methode sich sehr einfach gestalten, 
kann auch der Nachweis dafür, dass dieselbe Methode eine 
so wesentliche Förderung der Auflösung der Aufgaben der 
reinen Geometrie liefert, nur mit Freuden begrflsst werden. 

Um die Untersuchung auf eine Art zu beginnen, die sie 
sowohl für den Fall der Kngel als auch für ein beliebiges 
Sphäroid anwendbar macht, mögen zunächst zwei, sich dia- 
metral gegenüberliegende Punkte der Kugel Oberfläche als Pole 
und der von beiden gleich weit abstehende Grosskreis als 
Aequator angesehen werden; die kürzesten Linien, die von 
einem der Pole nach beliebigen Punkten des Aequators ge- 
zogen werden können, stellen Meridiane dar, die den Aequator 
senkrecht schneiden. Wenn es sich um eine Kugel Oberfläche 
handelt, so kann man auf ihr ein aus kürzesten Linien ge- 
ä Dreieck stets so legen, dass eine der Seiten als Theil 
1 AeqnatoTS erscheint; und wenn das Dreieck rechtwinklig 
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6 L. Enter, 

ist, so kann die eine der den rechten Winliet einaehüessenden 
Seiten als Stack des Aeqiiators, die andere als Theil eines 
Meridians angenommen werden. Denn die Wahl der zwei 
Pole ist ja in diesem Falle der sphärischen Oberfläche voll- 
ständig beliebig. Für eine sphäroidiache Oberfläche gilt dies 
natürlich nicht mehr, jedoch wird im Folgenden nur von der 
Kngelob er fläche gesprochen, während ich mir die sphäroidischen 
Flächen für eine andere Abhandlung vorbehalte. 



Aufgabe I. 

i'ig-l- 1. Auf dem Aequator AB ist der Bogen AP gegeben 

uitd auf dem Meridian OP der Ptmkt M; man soll die 
kürzeste Linie AM finden, die auf der Kugeloberßüche 
zwischen den Punkten A und M gezogen werden kann. 



Der Kiigelhalbmesser 9ei = l, der Aequatorbogen ^P=3; 
{Fig. 1), der Meridianbogen PM=y; der gesnchte Bogen AM 
habe ferner die Länge s 
und werde um die un- 
endlich kleine Strecke 
Mm = ds verlängert, 
ferner werde durch m 
der Meridian Omp ge- 
zogen nnd endlich der 
anf diesem Meridian 
B senkrecht stehende un- 
endlich kleineBogenJ/w. 
Es ist damit also Pp 
= dx, mn ^ dg\ nnd 
" OM 




da sieh Pp zu Mn verhält wie 

oder zum cos, von PM^ y, so ist Mn = dx 

das in n rechtwinklige Dreieck Mmn liefert: 



, und 



Mm = V{dyY + [dx cos y] ' 



und es ist folglich 



AM^.=fy[d!jf + [dxco^yr 
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Grnndauge der sphärischen Trigonométrie. 7 

Man hat also zwischen x und y eine Beziehung aufzustellen 
derart, daaa, wenn ilnen bestimmte Werthe AP und PM ge- 
geben werden, das Integral J^V(d^)^ -\-{dx t,f>ayY den kleinsten 
möglichen Werth erhalte. 

Es sei dy ^ p ■ dx , um das Integral auf die Form 
f dx Vp^ -\- ooi^ y zu bringen. Das Integral _/'2(^a:, wo Z 
eine solohe Function von x, y und p ist, dass dZ = Mdx 
-\-Ndy + Pdp gesetzt werden kann, nimmt nun, wie ich 
gezeigt habe, seinen grössten oder kleinsten Werth an, wenn 
Ndx ^ dp z^ ist. In unserem Fall ist 

'/' = F^' + COS^!/ , 

also 

_ dyäiayco&y /> dp . 



\^p'^ + cos* y V/)' -\~ cos' y 
und demnach 

sin'/cosw _ /) 

Vp* -f- cos* y Vp^ + "OB* y 

Es ist also dz ^ I^dy -\- Pdp zu setzen; multiplieirt man 
die Gleichung Ndx ^ dP ^^ mit p, so erhält man, da 
dy ^ pdx ist 

Ndy — p dp = <l oder Ndy ^= p dP ; 

setzt man diesen Wevth für Ndy in den Ausdruck für dZ, 
so wird 

dZ =pdP + Pdp , 

somit durch Integration: 

Z =^ Pp -\- C , oder also 



Vp^ + C03*«/ =: — + C , einfacher: 

Vp'' + cos* y 



f-y = C Vp'^ + cos* y . 

' p^ =: co9*(/(cos-y — C*) oder 



_ dy COSÎ/ Vcos*«/ — G** 
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Die geauehte Beziehung zwischen x und y wird also geliefert 
darch die Differentialgleichung: 



dx = - 



Cdy 



>sy Vcos^y — C* 
und mit ihr erhält man ferner 

. , ./-IT-; r~ <^^ eo3*v , 

öS ^ dx Vp + cos' y = jr^ — , oder 

y cos' y — C^ 
und der Bogen s selbst wird: 

s = f Jl-^^.-. 
J Vcoa^y — C" 

Zusata 1. 

2. Die Gleichung dx = -— — ^ — kommt also 
COSÎ/ Vcos'y — C^ 
auf der KugelfläcUe der Linie AM zu, die die Eigenschaft 
besitzt, dass sie den kürzesten möglichen Weg zwischen zwei 
beliebigen ihrer Punkte vorstellt. Dass diese Linie zugleich 
ein Grosskreis der Kugel ist, habe ich anderwärts gezeigt; es 
kommt aber für unsere Zwecke gar nicht in Betracht, welche 
Beziehung die Linie zur Kugelfläche hat, wenn nur bekannt 
iat, dass ihr die angegebene Eigenschaft zukommt. 







Zusatz 


% 






3. Aus 












Cdy 




: Met Mn 


= dzcosj/ = 


Cdy 




coayVcoa*^- 


-C 


V.m'y- 


C 



Vcos^y — C 
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Grnndzüge der aphärischen Trigonometi 

und da ferner 

Mm^ds 



dp coa y 

Mn 
id der Brach -jf- gleich dem Sin. des Winkels AMP ist, 



Mm ^ 



4. Setzt man «/ = , so daas der Punkt M mit A zu- 
aammen fallt, so drückt der damit entstehende Werth des 

Bruchs ~ die Tane. des Winkels PAM aus, ~- seinen Sin. 
dx 'as 

und T— seinen Cos. Da dann cos */ ^ 1 ist, so wird für 



Zusatz 4. 

5. Führt man also den Winkel FAM an Stelle der Con- 
stanten C ein und setzt nun diesen Winkel PAM = 'Ç, so 
wird wegen C = cosi,': 

dy cos L , , dy cos y 

dx = - -L ^: ^;r^ nnd ds = " ^ ■ 

coa y Vcoa* y — coa* (T Fcoa* y — ■ coa^ Ç 

Bezeicbnet man femer den Winkel AMP mit ö, so wird: 



cosC , „ cosi.' , Vcos^t/ — COS^L 
- " - , mifl= — , eo3W^ — — — ■ — 

Voos'i/ — COS^r COSJ/ C03Î/ 



6. Es sind noch die zwei Differentialgleichungen zu in- 
tegriren, die die Woi-the von dx und ds ausdrücken. Man 
wird finden: 



y Google 



Cüny j , ■ Csmy coaÇsiny _ 



r oder sin 



■ UUCl ölllJ- - — ■ — — i — ^ j 



7. Um aus den Grössen i" und i/ die übrigen ■ 
x, s und KU bestimmen, steben nun also naeL dem Vovher- 
gebenden die Gleichungen zu Gebot: 



. _^ cosÇsin;/ 
sin L cos y' 


COI 


Vcos^y— coä^ 
^^ sinÇcoay 


-, 


,„ oos.sm. 




Vcoa^y — C08- 


'b 


sin y 


Veos^î/ — cos^ 


-. 






'i' 


siu«=^"'S 
cosj' 


COSf/ 


-. 




ycos^y— eos' 





8. Wenn man die einzige Wurzelgrösse, Vcos*^ — cos't, 
die in diesen Gleichungen vorkommt, wegschaffen will, so erhält 
man die Gleicbnngen: 



tira: ,. tK« . tes sinw 

costsinw sinw ^ . cost 

sina;^-;— ^ '-: cosx-tes=^-r—= ; cosa^' tg/y=-;— rr^ — : 

sm Çcosj/ sm C cos^ sin L eosy 

costsiny 

P3s-tgiE=: : ^ ; ains= ^^; , 

" sinÇ siuÇ 

cosiTsinJ/ „ siny . „ cost 

mß-tKx=: - - ■^ ■L eosW-tgs= — ^; siiiö= • — ^- 

cosy cosy Cüsy 
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Znsatz 8. 

9. Die fünf Stticlie x, y, s, Ç und gehöre» dem recht- 
winkligen sphärischen Dreieck APM an; wählt man unter 
den eben angeschriebenen Gleichungen diejenigen aus, die nur 
je drei von diesen Stficken enthalten, so erhält man die fol- 
genden 9 Gleichnngen in einfachster Form: 

I. coss=^co3a:eos?/; 11. co3Ö=3inCcosa:; III. tg^c^cos^tgä; 
IV. tg3;=^siüytgÖ; V. tg!/^sina:tgç; VI. sin^=sinÇ3in* 

Vn cosÄtgCtgi9=l, Vm. tgy=co3Ötgs; IX. cosC=3inöeos; 

^md zwei beliebige Stücke gegeben, so kann man mit Hülfe 
diesei Gleichungen, wenn als zehnte noch hinzugefügt wird 
die aus den drei linksstehenden Gleichungen des § 7 [Zusatz 6) 
folgende 

X. äina: ^sin^'sins , 

stets die diei übrigen Stücke finden, ohne dadS jetzt mehr 
eine Wnrzelauaziehnng nothwendig wäre. 



Aufgabe II. 



10. Die Formeln zur Auflösung sümmtUcher Fälle 1 
rechtwinkligen sphärischen Dreiecke aufzustellen. 



Auflösung. 

Von den Winkeln des Dreiecks 
(Fig. 2), die mit A, B, C bezeichnet 
werden aollen, sei der rechte; die 
Seiten werden mit den kleinen liuch- 
staben «, b, c bezeichnet und zwar der- 
art, daas a die Gegenseite des Winkels 
A u. 3. f. ist, dass alao c die Hypo- 
tenuse, a nnd b die beiden Katheten 
des Dreiecks bezeichnen. Im Vergleich 
dieses Dreiecks mit der vorhin benutzten 
Figur ist also: 
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L. Enler, 



Die Aufgabe ist nun die, aus irg^end zwei gegebenen unter 
diesen fünf Stücken die drei übrigen zn bestimmen; und die 
obenstehenden Formeln liefern sofort die in der folgenden Zu- 
sammenstellung gegebenen Auflösungen aller möglichen Fälle: 



I. a, b. 

IL a, c. 

III. h, c. 

IV. «, J. 



cosc^cosacoäe; tgA = -. 



) 
V. a,B. \ tg5 = 

VI. I>,A.\ tga^am^tgA; tge 

VIL h, B. 

VIII. c, A. sin«=;sin<;sin^; tg^^tgccos^; 



IX. 



m^ = ïî^; 


~^=!g:- 


tgc' 


sinc 


sin« , 
^sin^ ' 


à„i)=~^. 


'^'=èSB- 


co3-4 = co8«sinS 


--^■> 


eosB^cos^tsin^ 


sine 


. , coaS 
sin A = , ■ 



siu^^sincsinB; tga = tgccosS; tgA = 
cos A , cosi/ 

COSffl^ .-n', C06b = - — — ; COSß=: 



" tg^tgfî 



Zusatz ]. 

IL Die Kathet« a und ihr Gegenwinkel A kommen in 
diesen Formeln ganz glelehwertbig mit der Kathete b und 
ihrem Gegenwinkel B vor, so dass es gleichgiltig ist, welche 
von beiden Seiten, a oder b, man als Basis des Dreiecks neh- 
men will, wie es auch die Natur des Gegenstandes verlangt. 
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Zusatz 2. 

12. Die grosse Zahl der Gleichungen, durch die der 
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Stöcken eines 
rechtwinkligen sphärischen Dreiecks ausgedrückt werden kann, 
lässt sich auf die folgende geringe Anzahl von Formeln zurilek- 
fflhren, die demnach allein auswendig zu merken sind: 



I. 



= cos tt cos Ô . 
= ctgj4 cfg B . 



tgJ . , tg« 

^-t^-' ^'°^ = -tiT- 



Zngatz '3. 

13. Nur die durcli diese sechs Gleichungen ausgedrückten 
Eigenschaften des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks sind, 
wie schon angedentet, zu merken, um die für alle denkbaren 
Fälle erforderlichen Formeln vorräthig zu haben. 



Aufgabe m. 

14. Die Fläche eines recJitwinkUgen sphü\ 
echs zu bestimmen. 



In dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck AP3Î{F\^. I) 
die Basia ^i'^ ./:, die Seile 7-*M ^ y; der dem Meridian 
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O^P unendlich nahe liegende Omp lief eit Pp =^ dx , mn=dy. 

Da ferner Mn = dx • cosi/ ist, so wird die oo-3chmale Fläche 
PMmp = dx%my; dies 

istdasDifferentialderDrei- 
eeksfläehe Â PMund diese 
selbst also = f dx siny. 
Nun ist aber, wenn ^ den 
Winkel PAM bedeutet, 
gefunden worden: 



cos^Vcoä*^— cos^ 

so dass demnach als Ans- 
druck für die Oberfläche des Dreiecks APM erhalten wird: 




dy sin y cos t 



J cos y J^cos' y — cos' Ç 

Führt man an Stelle von y den Winkel AM P = t 

CüS 'Ç 



erhält man wegen sin Ö = 



- und cos = 



cmy 

1,1 <i dy cosC sin y 
dÜGOsO^-- f ^, also dd = 



COS y 
dycosL sin y 



cos y Vcoa^ y — cos* T 

und somit die gesuchte Dreicekafläche 

^fd/)-=fl -f Oousf. 

Um den Werth der Conat. zu bestimmen, ist zu bemerken, 
dass die Dreiecksfläche verschwinden muss, wenn M mit A 
zusammenfällt; in diesem Falle wird = 90" — L. Es mnss 
also 90"— t + Oonst. = oder 

Const. = t — ■ yo" sein. 

Als Werth der gesuchten Dreiecksfläche APM erhält man 
damit: 

L + (/ — 90° , 

d. h. der Ueberschuss der Summe der beiden Winkel PA 31 
und AMP über einen rechten Winkel drückt die Dreieeks- 
flaehe ans. 



y Google 



Gnindzilge der sphSrischen Trigoiioœetrie, 15 

Zusatz 1. 

15. Die Summe der zwei Winkel PAM und AMP ist 

also stets grösser als ein rechter Winkel, und zwar wächst 
der Ueberschuss in demselben Maass , wie die Fläche des 
Dreiecks. Das Product aus der Länge eines Groaskreisbogens, 
die jenem Ueberachusae entspricht, uud dem Halbmesser der 
Kugel giebt die Fläche des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks. 

Zusatz '2. 

16. Daraus folgt auch leicht die Fläche eines beliebigen 
sphärischen Dreiecks. Denn da man durch eine Höhe ein 
solches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegen kann, so erhält 
man seine Fläche , indem man den Ueberschuss der Summe 
seiner drei Winkel llber ISO", durch den entsprechenden 
Grosakreisbogen gemessen, mit .dem Halbmesser der Kugel 
multiplie! rt. 



Aufgabe IV. 

17. Auf der Oberßüche einer Kugel sind zwei Punkte Fi} 
E und M gegeben; man soll die kürzeste Linie EM zvÂscken 
diesen beiden Punkten bestimmen. 



Man verbinde (Fig. 3) die beiden Punkte i 
der Pole dnrch die Meridiane OE und OM, 
der letztere variabel ge- 
dachtwerde. Es seien die 
Meridianbögen OE^u, 
OM^xxiaà der Winkel 
EOM^y; bei den ge- 
suchten Grössen sei der 
Bogen EM mit s, der 
Winkel OEM mit a , der . 
Winkel OME mit <p be- j'ig. 3. 

zeichnet. Dies er Winkel (p 

ist mit Xj y und s veränderlich, während a und a unver- 
änderlich bleiben. Auf den dem Meridian OM co-naheliegendeii 
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L. Euler. 



Meridiaa 0?« fälle man voh M ans das Loth Mn; es ist dann, 
wenn der Halbmesser der Kugel die Längeneinheit ist, 
mn^dx, der Winkel JfOm = (/y, Mn = dij ■ smo:. Man 
erhält hieraus: 



Mn dy %iax 



dx 



Da nun ds := |^ (</«)* + {di/ sin xf ist, so soll 
J'y[dxf~i-{dy3iD.x)'' ein Minimum werden. Setzt man 
dy =: p -dx, 30 ist also, mit Z = Vi -f- (psina;)*, der 
Ansdmck yZftfa: zum Minimum zu machen. Ist nun allge- 
mein dz ^ Mdx -f- Ndy + i'f^p, 30 ist die Bedingung des 
Minimums: Ndx — dP^ 0. In Anwendung auf unsern 

Fall ist JV= 0, P = ~- ^ ^'" ^ ._ , also unsere Bedingung 



f(lr das Minimum: 



- [psinxY 



V\ ^[psmxf 






y{dxf + (dy si 



dy sin' i 



= V. 



Zur Bestimmung von ist zu bemerken, dass mit ver- 
schwindendem Wiukel EOM=y werden muss x = a und 
^=180" — a oder ainç) = sina, d. h. man erhält aus 
diesem Grenzfall sin « sin« = C. Das Minimum erfordert 
also die Gleichung: 



V{äxf+[dyur^xf 



Um diese Differentialgleichung zu integriren, hat 
für sin a sin a vorläufig wieder C gesetzt wird, 
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wegen 


d. 


C 








'" y-«^.-C' 




Durch 


die 


Integration erhält man also; 








= - 


~ arc sin ^ : -f- are sin 

siniVl — C 


Ccos 


o 




»»»yr- 


-C 




= ' 


Vtm'x — C' , 

- aro cos ^ 4- arc Co: 

sin»yi — C 

Csin^ï^^C* , 

— arc cos — H arc cos 


Van' a 
' sinon 


— C" 

— C" 


' 


ysin-f- 

yi— 


-6" 
~C' 






eos« . CO 


.so . 





die rechts hinzugefügten Constanten sind so gewählt, dasa x = a 
wii-d mit y ^ und s = . Wenn in beiden Gleichungen 
die beiden Are der rechten Seite vereinigt werdeo, so er- 
hält man: 



(1 — C*)3inasina: 
z — C" — cos a: V sin* a — C* 



(1 — C'jainaain^siD)/^ CcosaVsin'a: — C* — Ccos:KKsiii^« — C^, 
( i — C*) sin s =:^ cos ß J^sin* x — C^ — gos ,r V'sin* a — C^ , 

Mit Benutzung der Cos von y und von s wird: 



is;/ = »/{sin*ö— C")(sinV— C*) + (?'c 



— C*)eoss = y(ain*û — C^] (sin'a^ — C") + cosa coaa: . 

Setzt man für C wieder den oben gefundenen Wer th sin« aincr, 

V'sin* M — C'- = — sin « cos CI ; 

Uelwald-e Klivasikor. n. '2 
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(1 



der Winkel a ist hier nämlich stumpf zu nehmen, damit (p 
in E spitz sei: mit y := wird rp = 180°^ — «, also sein 
cos gleich — coa a. Damit wird ans den letzten vier Gleichungen : 

n'asin'wjäi 



ain^^^sinacosaVsin'a;— sin'ösiu'ß+sinacosßs 
iiLccosy= — cos rV sin'« — ain^ßsin'a + sinacosfflsi 



= cos aV snrx — sin^asin^a + sin a eos acosa; 
= — sinßcosKyain^a:— ain^asin'ß + coaßcosa;; 
und diesen vier Gleichungen ist noch hinzuzufügen: 
sin X i\\i<:p = sin « sin cf . 

Zusatz ]. 
18. Da sin « sin a := ain x sin rp ist, so wird 



y sin- X — sin^ u sin' « = + sin x cos fp 

und unsere vier Gleichungen werden, wenn der Abkilrznng 
halber wieder C' an Stelle von sin'« sin*a oder sin^.r sat^rp 
gesetzt wird: 

1 (1 — C*) sin^ = sinri coaßcosijc + coso; cosa^sinip 
n (1 — C^) cos y = — eoa« cosf^p + sin« cos a cos« ain y 

III (1 — C*) sin« ^ cos «sin a; cos f/i + sin o coso cos a: 

IV (l — (?'] coss = ^ ain «cos« siuiccos^ + cos« cos ^. 

Zusatz -2. 

19. Diese ^ier Gleichungen kann man, um einfachere 
Formeln zn erhalten, auf verschiedene Art eombiniren. Nimmt 
man zuerst 

I. cos a + IL sin « cos a , 
so erhält man: 

[1 — 6'*) (cosorsiDî/ + sin «cos» cos y) 
= (cos* (X -\- ain' <i cos* a] C03 xûarp; 

da nun cos' a -\- sin^ « eos^ ß = 1 ^ sin^ a sin' a = l — C^ ist, 
so wird: 
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, . ainoein« 
cos « aiD y + sm « cos a cos y = cos x sin cp = 

oder 

taDga:siii)/ + tg« tga: cosacoa*/ = tga sin« . 

Zusatz 3. 
20. Kimmt man 1. sinßcosa — II. cos«, so erhält man : 

(1 — (7*){siiiacosßsini/ — cosßco3)/)=^(siti^acos'ß — cos*«) cos cp 

=^(t — C-) eosy, 
oder nach Division mit (1— C^j: 

sin a cos a mu y — cos « cos î/ = cos (p . 

Zusatz 4. 

21.- Die Combination I. sin x — III. sin a giebt 

(1 — C^} (sin a; sin (/ — sin a sin s) ^= oder 

sin ^ sin Î/ = sin « sin s . 

Da ferner unä: sin y = sin« sin a ist, so erhält man 
sin ö sin y := sin q> sin ,ï oder die Proportion: 

sin M : sin (p = sin :c : sin a = sin s : sin y . 



Zusatz b. 

22. Die Verbindung I. sin a cos a sin x -\- IV. sin 3; cos a 
liefert: 

(t — C) (sin (T cos« sin a; sin y + sin a cos« cos«] 

= cos a; (sin rt cos' a sin «sin çî -i-sinacoa^a). 

Wegen sin x sin (p = sin a sin « kann man diese Gleichung 



sin« cos a: [sin* ß cos*« + cos^«] = (1 — sin^asin^a) sino cosz 

=; ( 1 — C*) sin a cos x 
oder nach Division mit ( l — C*j : 

sinß cos« sin ai sin y + sin« cos a cos s = sin«eoSiK. 
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Gleichung: 

sin a C03 o; sin s + cos a cos s ^ nfisx . 

Zusatz 6. 

23. Die Combination I. cos a — IV. cos a ain fp liefert 
ferner: 

{ l — C") (eos a sin y — -, cos a sin cp cos s) 
= cos >f (sin a cos' a + siß "■ cos' ß ain x ain q?) 
oder mit Rücksicht auf sin a; sin y = sin « sin «: 

sin ff cos ^ (cos' ß + ain^o cos*«) = (1 — C") sin a emfp , 
oder endlich nach Division mit (1 — C^]: 

cos « sin ji — cos a sin fp cos s c= ain a cos 9> . 

Da nun sin y =^ — f ist, so geht diese Glciehuna- über in: 

■' sin o ' 

cos a sin (p sin s — sin « cos a sin gs cos s ^ sin a sin « cos (/) 

oder 

tg fp sin s — cos ff tg a tg fp cos s = sin « tg « . 

Zusatz 7. 

24, Aus der Verbindung II. cos « sin ^ -j- III. cos et er- 
hält man: 

( 1 — C'-] (cos a sin a; cos y -(- cos « sin s) 

= cos z (sin a cos* a ain a: sin »p + sin a cos* «) 

oder mit Beachtung von ain a^ sin ijp ^ sin « sin « : 

sin « cos X [sin* ff cos' a -J- cos' «) -— { I — C*) sin a cos a; ; 

dividirt man mit (1 — C^) durch, so wird: 

cos a sin at eos y + cos « sin s = sin a cos x 

sin X sin y 
oder wegen siüä = — ^ : 
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sin a cos « sin 3: cos y + cos a sin a: sin !/ = ain « sin a COS x 
oder endlich 

tg a cos a ^ « coa y + tg a; sin »/ ^ tg a sin a , 
ab ereinstimmend mit der Gleiehnng in § 19. 

Zusatz 8. 

25. Wenn man — - II. sin « cos « + III. cos a sin a sin (/) 
nimmt, so ergiebt sicii: 

(1 — C*) (eo3 a sin a sin s sin ip — ain « cos a coa y) 
= cos (j5 (sin a coa' a + coa^ a sin « sin a: sin (f] 
oder wogen sin x &in(p ^ sin « sin « : 

ain a cos ip (cos* a + cos' a sin* a) ^= ( 1 — C*) sin a cos i/i . 

Da sin s = — -, ist, so geht diese Gleichung tlber in : 

Ü03 a sin a sin y — cos a cos y = cos <p , 

Zusatz 9. 

26. Bildet man ferner: II. sin« sin a; — IV., so erhält 



(1 — (?')(sinßsin3:cosy — coss)=cosücos3i(sina3inasin3^3in(/; — l) 
oder wegen sin x sin if = sin « sin a : 

cos« cos s: (sin' a sin- a -— 1) = — (1 — C") cos a cos a^ . 
Dividirt man mit — (1 — t'*) durch, so wird also: 
coa s — sin a sin x coaif = cos « cos a^ . 

Zusatz 10. 
27. Die Verbindung II — IV. sin a sm(p gieht: 
( 1 ^ (7^) (cos y -— sin ß ain <p cos s) 
= cos a cos ip (sin « sin a sin x sin fp — 1) 
oder 

sin er sini/i cos s — ■ cosy = cosw coa<p . 
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L. Euler, 



Zusatz 11. 

28. Die Combination III. sin a coä ci + IV. eus a liefert: 
(l — C^) (sinoco9u3ins+co3ßcoss) = coa3;[siii^aeoa*« + eoä'«) 

oder 

sin « cos a sin s + eos « cos s = cos x , 
übereinstimmend mit § 22. 

Zusatz 12. 

29. Endlich erhält man duveb III. eos a — IV. sin a cos « : 

[l — 6") (cos a sin s — sin a cos a cos s] 
= sin X cos tf (coa^ a + sin* a cos* aj oder 

n a sin a cos (p 



cos a am s — si 
oder endlich 






X cos 


■v 




sin 


9 




tg <p sin 


^■- 


- tg « tg </) COS « 


cos? 


i = 


: tg« 


sin a 




wie 


auch in § 


23 


gefunden wurde. 













Aufgabe V. 



3ü. Die Beziehungen ztoischen den Seiten und den 
Winkeln eines heliahigen sphärischen Dreiecks aufzustellen. 

Auflösung. 
A Wie auch das gegebene sphä- 

rische Dreieci; ABC beschaffen sein 
mag, so kann man eine seiner Ecken, 
'Ù. B. A, als deu Pol der Kugel an- 
nehmen, so dass AB und AC zwei 
Meridiane sind, während die dritte 
■ Seite BC die kürzeste, der Kugel- 
~ >^ Oberfläche angehörende Linie zwi- 

Fig. i. sehen den Punkten B und C vor- 

stellt. Damit kann das Dreieck mit 
dem in der letzten Aufgabe betrachteten Dreieck EOM iden- 
tifieirt werden; bezeichnen nämlich A, B, C die Winkel des 
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gegebenen Dreiecks in den gleiclinamigen Ecken, und werden 
die Seiten AB = c, AC ^ l> , BO=a gesetzt, so ent- 
sprechen sich die in der vorigen Figur und die in der jetzigen 
angewandten Bezeichnungen in folgender Weise: 

frühere Bezeichnung: a, x, s\ y, «, (p 

jetzige Bezeichnung: c, b, a; A, B, C. 

Die in den Zusätzen zur letzten Aufgabe gefundenen Formeln 

liefern daher für das sphärische Dreieck ABC die folgenden 

Beziehungen : 

I. sin« : sin^d ^ sin 5 : sin S =^ sine : sinC, nach § 21, 

IeosC = eo8csinj4sinB — -cos^cos^B , nach § 20. 

cosif ^ cosi sin ^ sin C — cos^ cosC, nach Analogie, 

eos^ = cosa ain-BsinC^ cos ö cos C, nach § 27. 

!cos c =coaC sin « sin ô + co3 a cos & , nach Analogie. 

cos6 =co8iî sin« sine + eosfl COSC , nach §22. 

cos« = cos -i sin Ô sine + cos è COSC , nach §26. 



sinatgC— si 

sinitg^- 

ainctgS- 



nStgc=cosaco3.StgCtgc, nach § 23, 
.nCtgM = eos6co8C'tg.4tga, nach 
g5=:coscco3^tgßtgö, nach 



Diese vier Formeln enthalten in der That alle Gleichungen, 
die wir bei der vorigen Aufgabe III aufgestellt haben. 

Zusatz 1. 

31. Die erste Gleichung drückt die allgemein bekannte 
Eigenschaft aller sphärischen Dreiecke aus, dass die 8in der 
Seiten in demselben Verhälfniss zu einandei' stehen, wie die 
Sin der gegenüberliegenden Winkel. 

Zusatz 2. 

32. Wenn also in einem sphärischen Dreieck eine Seite 
und ihr Gegenwinkel, und ausserdem noch eine Seite, oder 
noch ein Winkel bekannt sind, so erhält man mit Hülfe dieses 
Satzes sofort den Gegenwinkel dieser Seite oder die Gegenseite 
dieses Winkels. 
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Zusatz 3. 

33. Jede der soeben aufgestellten Formeln enthält nur 
vier der dem Dreieck angehörenden Stacke; wenn drei dieser 
Stücke gegeben sind, so kann also aus der entsprechenden 
Gleichung das vierte bestimmt werden. 



Zusatz 4. 

34. Es müssen sich also damit die Kegeln 
aller sphärischen Dreiecke aufstellen lassen. Das Dreieck 
enthält nun sechs StflckCj nämlich die drei Seiten und die 
drei Winkel; wenn drei davon bekannt sind, so müssen sich 
die drei übrigen berechnen lassen, wie in den folgenden Auf- 
gaben zu zeigen sein wird. 



Aufgabe VI. 



ig. 4. 35, In einem sphärischen Dreieck sind die drei Seiten 

gegeben, man soll die Winkel bestimmen. 




Auflösung. 

Die drei gegebenen Seitön seien 
AB = c, AC'=b, \inâ.BC=a; 
zur Bestimmung der drei Winkel A, 
B, C stehen die Gleichungen III zu 
Gebot, die liefern: 



A 


= 








Sin 


ésinc 




B 


= 


COSÔ — 


cos a COS 


c 


sin 


«sine 








eosc — 


cos «cos 


b 
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Zusatz 1. 

36. Man erhält hietaus 

, ain ä Bin c 4- coa ô cos c — eoa a 
1 — eoa -a = ; — -, — : 

sin b am c 

oder wegen 

009 (S — ' c)=^ cos i cos c + sin b sin i; : 

co3(ô — c) — cos« 
1 — cos A. = ^ . , . 



Zusatz 2. 

37. Da nun iimf — cos y = 2 sin-J(^ ^V) sin \\P + ?} 
ist, so kann man an Stelle der letzten Gleichung auch 
achreiben: 

am 6 sin c 
oder wegen 1 — coa ^ ^ 2 sin*^^ auch; 



„ i/"-'^i»-*+f!°t"+'" 

^ ' sin sin Û 



und ebenso 



Sini B = l AiM(^-'' + «)Bin|.(^ + «- 
' sin ß sin c 



38. Addirt mau dagegen zu den Gleichungen in § 35 
auf beiden Seiten 1, so erhält man aus der ersten: 



l + cos^ = 
oder wegen 



;os htü^c-^ sin 6 sin-^ coso — cos (Ô + c) 

sin b sin c sin h ain <; 



1 4-cos^ = 2cos^|.4: 
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-l/ainili- 



,o,iB, 






-i)»i 



H" 



39. Aus den zwei letzten Gruppen von Gleichungen erhält 
man als AusJrfleke für die Tang der halben Winkel: 





nî(«-S + c). 


»ä(« + S~e) 




n«i + o-<.)B 


ni(S + o + o) 


tff 1 K '\/^ 


nä(«-» + »)» 


ni(* + o~c) 




uiiu + c-tJB 


■.-lC + « + *) 


tiriC V' 


n«<,-o + S), 


»Kc + o-S) 




»-•(o + *-«)s 


al(« + i + .) 



Zusatz 5. 

40. Diese Formeln sind für die logarithmische lîechnung 
sehr bequem. Uebrigens könnte man, nachdem einer der 
Winkel, z. B, A, bestimmt ist, die beiden andern auch ebenso 
einfach durch < 



ain B = 



sin C =^ - 



c smA 



sin a 

bestimmen, wenn nur bekannt ist, ob diese Winke! grösser 
oder kleiner als ein Keehter sind; wenn man sich aber der 
eben gefundenen Formeln bedient, so ist keine Zweideutigkeit 
vorhanden, da die gefundenen halben Winkel stets kleiner 
als ein rechter Winkel sind. 

Zusatz 6. 

41. Aus den Formein für die Tang der halben Winkel 
kann man noch weitere bemerk eng werthe Gleichungen er- 
halten; multiplicirt mau je zwei, so erhält man z. B. 
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oder wegen: 

aiap -f- siny = 2 siu|[/> + y) coä-1- [p^ q] 

sinp — sin y = 2 sm^{p — îjcos-^li" + ?)• 

. . . ^ 2 sin-lfoi 4- öl cos|(^ 



^Mtang-.; J5- 






42. Addirt und subtrabirt man dagegen je zwei jener 
Formeln, so ergiebt sich z, B.: 



h:siü^{b+e — a]}Vam^{a+b—c) 



Vs\u^[ô + c~-a) sin-| (a + c — h)siü^{a -\- b + c) 
oder, mit EiufUhi'ung von -^-C: 

tgi^_tg^y^- lei6'sini(« + ö + .) 

Mit Hülfe deraelben Rédaction wie oben erhalten wir also: 
c coa I {a 



tg|^+ (gi£ = 



tgJ-6^9in^(« + 6H 



j^ ^ 2 sin ^ (« — b] cos -^ <" 



Zusatz 8. 



43. D. fe,n„ lg -5 (^ + Jf) = ^f^ + 'f^f ist, so 
ergeben sich aas den Formeln der Zusätze 6 und 7 die Glei- 
chungen : 

Tind nach Analogie 
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tg^(A + Ü)-. 



L, Ealer. 

^ coa i (« — e) 
tg 1- S coa |(o - 



coa ^ (; 



Zusatz 9. 
44. Endlich erhält man mit Rücksicht anf 

aua diesen Formeln: 



1 +ts-M 




siül(o- 




tgi-BsinK, 
sin 4 (S - 


» + «)' 



Aufgabe VII. 



*• 45. In eitlem sphärischen Dreieck sind die drei Winkel 
gegehen, man soll die drei Seiten I 



Auflösung. 

In dem Dreieck ABC (Fig. 4) 
seien die Winkel A, B, C gegeben; 
man sucht die Seiten AB ^^ c, 
AC=b, BC=a. Die Glei- 
chungen II des § 30 liefern sofort 
für die Cos dieser Seiteo die Ans- 
^ drücke: 

_ C03 -4 + cos B C03 C 

" siniJsinC 

cosif 4-cosj4 cosC 

sin A sin C 
eosC-|- eos.4eosi? 
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Zusatz 1. 

. Aus der ersten dieser Gleichungen folgen zunächst 
i weitern: 

^_ cos ^ C09 {B + C] 

1 - cos « - sin B 3in C 

C03 j4 + COS {B — Ü) 



oder, mit Rücksicht auf cos p-\-coaq=2cos^{p-\'q)ii03^{p — y): 

1 _ C09 „ ^ _ 2 eo3 I (-^ + ü 4- g] cos i (g + C~A) 
sin B sin C 



1 + cos l( = 



■2 coä -^ (^ + g — C) cos^[A — B-\- C) 
ain B sin C 



47. Da nun 1 — cosa= 2 3in*-^a und 1+co3h^2cos^^r 
ist, so ergeben sich hieraus die Formeln: 



,^-V~ 


cos^^A + B + C)«mHB+C-A) 


sinBlmC 


i.^y- 


C08 4 (^ + -B + V) cos • (^ 4- ^ S) 


ain A ain C 


,, T/ 


(joa J (^ + £ + f) <soai{A + B^C] 



wobei ZU bemerken ist, daas die Summe der Winkel (.-4 + j^^+'^') 
mehr als zwei Rechte beträgt, ihre Hälfte grösser als ein 
Rechter und deren Cos also negativ ist. 



Zusatz 3. 

48. Für die Cos der halben Seiten erhält man: 

1 _ l/ coaH^ + B~^^Crc öa- ^{A — B - 
Bos,-fl— y amBsmV 
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'coa ^ {ö + -4 — C] C09 ^ (ß - 


-A + O 


sin A sin C 


'cos 1 (C + ^ — S) »os i (C - 


-A + B) 



diese Formeln für die Sin (in 47] und Cos der halben Seiten 
sind wieder für die logarithmiscte Rechnung bequem. 



Znsatz 4. 

49. Noch wichtiger und für die Rechnung mit Logarithmen 
eben so bequem sind aber die aus jenen Formeln unmittelbar 
sich ergebenden Ausdrücke für die Tang der halben Seiten, 
nämlich : 






' <Mü\[A + B + C)i 


•mi[B + C—A) 


ca,-\[A + B — C)i 


los 1 [A—B + C] 


' mi[A + B + C]mi{A + C—B] 


cos ^{fi 4- ^ — C)( 


mi[B — A+ C) 


' cos^(^ + 5 + (?)< 


■mi{A+B^C) 



ä.i.(C+^ — i^)cos^(C- 



50. Durch Multiplication je zweier dieser Ansdrfleke für 
die Tang der halben Seiten erhält man z. B. 

cos ■?, {A-\-B + C) 
'«■"'«t'=- ,.s|UTi)-C) 
und hieraus ergeljon sich die zwei Gleichungen: 



•ii[A + B — 0) • 

n|Csin^(^ + g] 
«ilA + B-Gj 
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51. Addirt und subtrahirt man dagegen wieder je zwei 
jener Formeln, so entsteht z. B. die Gleichung : 

tg^«±tgi;. 



_ (c(,i^[B+C—A]±eoäl{A+C—B))V-iioal{A+B+C) 
"Vw&^iA + B — OcosllA + C—B^cos^iB + C—A] 



.^y: 



cosliA + B + 0]oo5^(A-\ 



co&^{0+A — B]co3^{C- 
ist, 30 geht die letzte Gleichung über in: 



-C) 



= tg^5: 



i(i omB+C—A]±cos^A+C— 
eos-^{A-\-B~C} 



52. Hieraus erhält man durch Vereinigung der zwei Coa 
im Zähler die beiden Gleichungen: 






•2 cos I C cos \ [A — B] tang -| 
' cos-^iA + B — C) 

2 sin l {A — B) sin \ C lang \ 



Zusatz 8. 

53. Ganz ähnlich wie in § 43 ergeben sich hieraus 
die Formeln für die Tang der halben Summe zweier Seiten: 

. w , 1 C08 1(^ — 6') 

fm\{B — 0] ^ 



tg-H»- 
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54. Und ebenso für die Tang der halben Differenz zweier 
Seiten : 






sin HA- 


--B) 


sin HA + B) 
smiM-0) 


amHB—0) 


«n i (5 + C) 



tg|a. 



Die Formeln werden sich auch für die folgenden Aufgaben 
sehr nützlich zeigen. 



Aufgabe VIII. 

*■ 55. In einem sphärischen Dreieck sind zwei Seiten und 

der V071 ihnen eingeschlossene Winkel gegeben; man soll 
die dritte Seite und die beiden andern Winkel l 



Auflösung. 

In dem Dreieck ABC seien die 
ZWO Seiten AB = c, AC = b, so- 
der zwischenliegende Winkel A 
I berechnen sind die Seite 
BO = a und die Winkel B und C. 
Die dritte Formel der Gruppe III 
i § 30 liefert unmittelbar a aus: 

■ ^ coa « = cos A sin Ô sin c + cos ä cos c ; 

ferner erhält man B aus der dritten 
: Gruppe IV ebendaselbst mittels: 




tgß = 



sin A i^b 



— tg Ô COä C C03 A 

und demnach C nach Analogie ans: 



sin b ■ — tg c 
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Die Anadrücke für die Cotg der gesuchten Winkel sind etwas 
bequemer, ao dasa die folgenden drei Gleiohangen die Anf- 
iöaung nnserer Aufgabe eathalten: 

C03 a = coäA sin 6 sin c -i- cos & cos i^ , 

'• ctg b — 003 c C03 A 



ctgC 



sin^ ' 

sin /) ctg c — C03 i cos A 



56. Da cos b cos '■ = ^ cos [i — c) + | cos [b -\- c) und 
sin i sin c = ^ cos [b — c] — ^ cos [b + c) ist, so kann der 
Cos der Seite a auch auf folgende Art ausgedrückt werden: 

C03« = J-co3(^^i4-(;)+^coa(^ + & — c] — |c03i^^i — c) 

-|c03l^ + ö+c) + 4cOS(i-c) + ^C03(/i4T). 

Zusatz 2. 

57. Ftir die lo^arith mische Rechnung ist übrigens diese 
Forme! noch unbequemer als die ursprüngliche. Indessen kann 
man diese letztere znr Rechnung mit Logarithmen geeignet 
machen durch Einführung eines Winkels u mittels der Glei- 
chung tg u = —^ — -— oder Ig u = cos A tg i ; mit Be- 
nutzung des so zu bestimmenden Winkels u wird: 

, . , , cos Ô cos !c — m) 
GUS ') = f g /1 cos /j sin r ~\- cos cos c = ^ , 

ao dass nunroehr alles fur die logarithmische Rechnung der 
Seite a sehr bequem ist. 



58. Derselbe Winkel w, zu bestimmen aus tg « =^ cos A tg b, 
macht auch die Gleichung flir den Winkel B zur Rechnung 
mit Logarithmen geeigneter; es wird 



y Google 



lang if = - 



L. Euler. 
siii A\gb __ ain Aigh cos u tg A sin u 



sinfi 



MCOSt 



sm(c 



sin [c — u) 
iin ^ sin c 



Den dritten Winkel C wird man aus sii 

stimmen. 

Zusatz 4. 

59. Die bequemste Art der Bereclinang der Winkel B 
und O folgt aber aus den Formeln in den %% 48 und -14, 
Danach ist nämlicL: 



tg^(ß-6') = 



sin \{l) - 



- ci^-lA. 



Aus halber Summe und Laiber Differenz ergeben sieh B und C 
unmittelbar; und mau kann dann auch die dritte Seite a 
zuletzt berechnen nach 



Aufgabe IX. 

Fig. 4. 60. In einem sphärischen Dreieck svtd gegeben z%oei 
Winkel imd die zwischen ihnen liegende Seite; man soll 
den dritten Winkel und die beiden übrigen Seiten berechnen. 




Auflösung. 

Es sei ABV das Dreieck, in 
dem die Winkel A und B und die 
Seife AB = c bekannt sind; ge- 
sucht werden der dritte Winkel C 
und die Seiten AC^^b und BC=a. 
Aus der ersten Gleichuug der Gruppe II 
in § 30 erhält man zunächst: 



(^^ cos CI 



nAamB — cosAcosB: 
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ferner liefert die dritte Gleichung der Gruppe IV; 

tg^ = 



ig« = 



sc cosAtgB 



,BBtsA 



Ea ergiebt sieh damit also, wenn an Stelle der Tang der 
Seiten ihre Gotg genommen werden, die in den folgenden 
drei Gleichungen enthaltene Auflösung: 

eo3 C ^ coä c sin A. ain B — cos ^ cos B 
_ clg A sin if + cos r cos B 
° sini 

ctg if siu j1 + cos r cos A 



61. Bequemer erhält man die zwei Seiten aus den für 
die logarithmische Rechnung sieh besser eignenden l''ormelu 
der §§ 52 und 53: 



Ul^ + if; 



62. Nach Bestimmung der Seiten « und /> erhält man 
den Winkel (7 aus 

. ,., sin .4 . sinÄ . 

am 6= . - - 3\n c =^ —.-—r sin c ; 

auch Hesse sich der cos C mit Hülfe der Cos von Combinsi- 
tionen der gegebenen Stücke ausdrücken durch: 

cos(7:=-^co3(c4-^ — ■B]-\-lcoi[c—A-i'B) — Icosic — A — B) 
— Icosie + A-^-B'—ieoH [A — B) — | cos {A-\-B]. 
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Aufgabe Z. 

Fig-4> 63. In einem sphärischen Dreieck sind bekannt zwei 
Seiten und der Gegenvnnkel der einen; oder zwei Winkel 
und die Gegenseite des einen. Man soll die übrigen Stücke 
des Dreiecks bestimmen. 

Acflösuög. 

Im Dreieck jli?C seien im ersten 
Fali gegeben die zwei Seilen BC=:a 
und AC ^^= i, sowie der Winkel A, 
der Gegenwinkel von «. Es ergiebt 
sich dann sofort der Winkel B, der 
Gegenwinkel der zweiten gegebenen 

Seite, ans &vaB = , — sm h. 
i'ig. i. iiaa 

Im zweiten Falle seien A und B 
die gegebenen Winkel, BC ^ a die gegebene Seite; man er- 
hält dann zunächst die Seite b ans sin b = sin B. 

ivaA 
Im einen nnd andern Fall kann man also als gegebene 
Stücke ansehen die zwei Seiten BC'^ a und AC^b, so- 
wie die ihnen gegenüberliegenden Winkel A und B\ man 
hat aus dieaea Stücken die Seite AB ^ c und den Winkel C 
zu berechnen. 

Die erste Formel der Gruppe IV liefert: 
sin a tg C — sin if tg c = cos « cos 5 tg C tg c , 
und also auch, mit Vertauschung der Seiten « und h und 
gleichzeitig der Winkel A und B: 

sin h tgü ■ — sin ^4 tg c = cos 6 cos -4 tg 6' tg e . 
Eiiminirt man ans beiden Gleichungen das eine mal tg C, 
das andere mal tgc, so erhält man: 

sin ^ sin a — sin £ sin è 
tgc 



igC: 



sin A cos if cos « ■ — cos A sin B cos /* 
sin ^ sin « ~ sin B sin b 



cos B cos ß sin 6 — cos A sin a cos b 
Und diesen Gleichungen ist noch hinzuzufügen: 
sin A sin h = sin B sin « . 
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Zusatz 1. 

64. Aus sin A : sin B = siua : ain l> folgt, daas die 
Gieiehnngen fllr tg e und tg C ancli so geschrieben werden 
Itönnen: 

sin^ a — sin* b 

tff c = jr-^ — i ■ — ■ - , — ; und 

cos B sm j4 C09 a — cos A sin cos /> 

,„ç ^ aiiiM — sin'.g _ 

" sin B cos Ü cos « -^ sin Â cos A cos è 



Zusatz 2. 

65, Bequemere, besonders Im die lugaiiilimische Recli- 
nung sich besser eignende Formeln eihält man aber aucU 
hier wieder durch Benutzung der Gleichungen in den ^§ 13, 
44, 53 und 54, nämlich; 

, , cos^(^+B)^ ,. , ,, sln-^(^ + -B;, ,, ,, 

tg.c=.^-4|^ctgi,:^+5:.=$4i^ctg-K^~-i;). 

° * p.nuX n, -i- /1) ' am i (« 4- /> ° ■^ ' ' 



COS-^(ß + />} 



^9in^(« + i) 



Aufgabe XI. 

66. Die Oberflüche eines beliebigen sphärische^: 
ecks SU bestimmen. 

Auflösung. 

Es sei EOM das 
gegebene Dreieck und ea 
werden, wie oben in § I 7, 
die Seite OEmiia, der 
Winkel OEM mit a, 
derWinkel£0-Mmit?/, 
die Seite OMmii x und 
der Winkel OME mit Ä I 
(p bezeichnet. Das un- 
endlich schmale Dreieck 
MOm ist das Differential der gesuchten Drei ecksti ach e ; und 
da mn := dx und Mn = dy ■ Hinz ist, so wird das Diffe- 




Fig. 3. 
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rential von MOm durch das Product dy ■ dx ■ üax aus- 
gedrückt, 90 dass 

MOm = dp fdx im X = dy [i — cos x] ist 

und demnach die gesuchte Dreieckafläche aus 

EOM = y — ,/ dy cos x sich ergiebt. 

Da nun oben gefunden worden ist 
Cdz 



ihj- 



X Vsin* x — C^ 
t der letxto Ausdruck über in: 



Fläche EOM^ 



-h 



Odx cos X 
z ysîn* X — C^ 



Ferner ist, wegen C := sin « sin k, sin w = , u 

' sin:c 

cosfo = :— — - — gefunden worden; es ist demnach: 

' sin ;k ' 

, , cosx , , Cdxco&x 

dfpcos(f^ — dx . - ^ , also d(p 



aina^Ksin*« — C 

C Cdx cos X 

■ — / ■ "=■■ ■-- = = fjp -1- Oonat. 

.' sina; Vsin*a; — C" 

Für die Oberfläche des Dreiecks EOM erhält man damit: 

E OM =»/-[- f/i + Const. = K -I- )/ + ç> — Const. 

Um den Wertb der Const. zu bestimmen , sei «/ = , womit 
(p ^ 180°— ß wird; die mit dieser Annahme verschwindende 
Dreiecksfläche wird also = 180° — Const., d. h. die Const. 
ist = 180°. Die Oberfläche des Dreiecks EOM ergiebt sieb 
demnach =; a -j- y -^ r^ — 180". 

Zusatz 1. 

67. Um die Oberfläche eines beliebigen sphäri sehen 
Dreiecks zu finden, hat man also, wenn der Halbmesser der 
Kugel die Längeneinheit ist, nur den Ueberschnss der Summe 
der drei Winkel des Dreiecks über zwei Kechte zu bilden. 
Auf einer Kngelfläche von beliebigem Halbmesser ist der ge- 
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suchte Flächeniiihait eines sphärischen Dreiecks das Product 
aus dem Kn^elhatbinesser und einem Grosskveisbogen, der das 
Maass des oben genannten tlebersehnsses darstellt, d. h. den 
Ueberschnss zum Centrlwinkel hat. 

Znaatz 2. 

68. Je grösser demiiach ein sphäviaches Dreieck im Ver- 
hältniss zur Kugeloberfläche ist, der es angehört, um so mehr 
überschreitet die Summe seiner drei Winkel den Betvag von 
zwei Rechten; wisnn das Dreieck gevade den achten Theil 
der Kugel Oberfläche einnimmt, so ist dieser Ueberschuss genau 
ein Rechter. Die Länge eines Gross kr eisbogen s von 90°, mit 
dem Kugelhalbaiesser ainltiplieirt, giebt nämlich die Hälfte 
der Fläche eines Grosskreises, d, h. den achten Theil der 
Kugeloberfläche, Man kann also die Regel für den Flächen- 
inhalt eines beliebigen sphärischen Dreiecks auch so aus- 
sprechen: Wie der Betrag von acht rechten Winkeln oder 
720° sich verhält zum üeberschuss der Summe der drei Winkel 
des Dreiecks über zwei Rechte oder 180°, so verhält sich die 
Oberfläche der ganzen Kugel zur Oberfläche des zu be- 
stimmenden Dreiecks. 
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in kurzer niiii (iurchsichtiger Entwicklung, von den 
einfachsten Voraussetzungen ausgehend. 

Von 

L. Euler. 



gl. In e 




tieliebigcii spbärisehen Dreieck, vgl, Fig. 1, 
seien die Winkel mit den grossen 
Bachätaben A, B, C, die Seiten 
mit den kleinen Buchataben a, b, c 
bezeichnet, derart, dass dem Win- 
kel J die Seite a a. s. w. gegen- 
überliegt. Verbindet man den 
Mittelpunkt O der Kugel mit den 
Eckpunkten des Dreiecks durch 
die Geraden OJ, OS, 0, so 
bilden diese in ein Dreikant, in 
dem die Winkel zwischen je zwei 
der genannten Geraden mit den Seiten 
a, b, c und die Neigungswinkel 
zwischen je zwei 8 eil en flächen mit den 
Winkeln ^, ZJ, C des ; " " " 
Dreiecks üb er ein stimm on. 

§ 2. Der Halbmesser C der 
Kugel sei gleich 1. In den Ebenen 
00a nnd COb [Fig. 2) werden in 
auf OC die Lothe Ca und Ch errichtet ; 
ferner wird von b auf Ca das Loth bp, 
das auf der Ebene 00a senkrecht 
steht, nnd von p auf Oa das Loth pq 
gefällt, endlich die Gerade 5 ç gezogen, 
die Oa rechtwioklig trifft. Damit ist 
die ganze erforderliche Figur construirf. 
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§ 3. Der Wiakel COa ist die Seite 5, somit ist 

Ca = te h und Oa := sec ô = —-; ; 

° cos 

ebenso ist, da dev Winkel COh die Seite a vorstellt: 

Gh = \ea UDd 0^ = sec« = — - ■ 
cos« 

Ferner wird, da aOb = c, und, wie eben angeschrieben. 
Oh = ist, 



L'm die übrigen Strecken der Figur vollends auszudrucken, bat 
man, da der Winkel aCli =^ C, also 

hp = Ch- sin C = tg« sin C und 
Cp = C'b ■ cosC= tgacosC, endlich der Winkel 
VaO = W~ b ist: 

ap ^Ca — Cp = tgb — tg a cos C, 

^; Ç = ap ■ cos i = sin 5 — tg « cos b cos C und 

«0 = «fl ■ sin Ô = -, tsa sinö cosC. 

^ ^ COSÔ 

üa oben Oi/ = gefunden worden ist, so hat man nun 

-" cos a 

Oa = Oq-\-aq = - = ] ;-— tgasinôcos 6' oder 

^ ^ COSÄ cos« C03 " 

-— = cos5 + tg«sin JcosC oder endlich 
C03 c ^ cos « cos i -)- sin ra sin è cos C . 



§ 4. Da der Winkel bqp den Neigungswinkel zwischen 
den Ebenen aOb und aOC vorstellt, d. h. = j4 ist, so erhält 
man aus dem Dreieck bpq zunächst 

. bp sin a sin C 

bq sine 

sinC sin^i 



oder 
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d. h, die Sinus der Winkel in nnserem sphärischen Dreieck 
verhalten sich wie die Sinus der ihnen gegenüberliegenden 
Seiten, 

Endlieh erhält man aus demselben Dreieck: 

pq cos« sin h — sin a eoaô cosC 



Die drei durch Unterstreichen hervorgehobenen Gleichungen 
umfassen die ganze Sphärik, aus ihnen sind alle andern Be- 
ziehungen zu entwickeln. 

,, , 11-11 sin C smA 

> olgeruiiffeo aus der 1; ormel -, — ■ t= .— . 
sine smiî 

§ 5. Da die dieWinkel bezeichnenden Bnchstaben A, B, 
sowohl als die die Seil«n bezeichnenden a, h, c unter sich 
beliebig vertauscht werden dürfen, wenn nur festgehalten 
wird, dass A der Gegenwinkel der Seite a n. s. f. ist, ao 

, ainC sin5 ,■ ■ :, .■ c j. 

ist auch — ; — = --.— j- , so dass man die m dem obie-en Satz 

sin c Bin 
liegenden Beziehungen vollständig ausdrücken kann durch die 
Gleichungen 

sin A sin fi sin C , 

-; — = — ; — ;- ^ -: — oder auch 

sin a sm o am c 

durch die drei Gleichungen: 

sin A sin /> = sin B sin a 
sin B sine = sin C sin b 
sin C sin a = sin ^ sin c . 

Benutzung der Formel 
cos A smi = cos o sin ^ — sin a cos è cos C . 

§ 6. Dividirt mm, um ^ herauszuschaffen, die linke 
Seite dieser Gleichung mit am -1 sin c , die rechte mit dem 
gemäss dem Satz m dem letzten Paragraphen damit \ 
Werth sin C ain « , so wird 

- sin a cos b cos ü 
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und diese Gleichung liefert einen Winkel A ausgedruckt in 
den zwei Seiten a und b (von denen die eine die Gegenseite 
jenes Winkels ist] und dem von beiden eingeschloasenen 
Winkel C Durct entsprechende VertauschuBg der Buchstaben 
erhält man die analoge Formel für den zweiten Winkel B: 
„ cos Ô sin a — sin b cos a cos C 
°'S^ = ü.6.mC 

§ 7. Wenn man anderseits die drei Glieder, aus denen 
sich die in der Uebersehrift stehende Gleichung zusammen- 
setzt, der Keihe nach mît den einander gleichen Werthen 

sin C sin B sin A ,^. ,. . _, , ^ Li. ,■ /i> ■ . 

— ~, —— , multiplicirt, so entsteht die Gleichung: 

sm f sm 6 sm tt 

cos Â sin C := cos ß sin i? — cos b sin A cos C oder 

cos A sin C + sin A cos C cos b 

cos « = . — — 

sini* 

und, durch Vertauschuug von B mit C und gleichzeitig von 
b mit <;: 

cos A sin B -^ sin A cos B cos o 



oder 



sin C 

cos M sin C ;= cos A sinB -}- sin A cos B cos c ; 
diese Gleichung weicht von der Ausgangsformel nur darin ab, 
dass grosse Buchstaben an Stelle der kleinen und umgekehrt 
stehen, während zugleich alle in jener vorkommenden Cos 
negativ zu nehmen sind. 

g 8. Dividirt man in der zuletat erhaltenen Gleichung 
die linke Seite durch sin a sin C, die rechte durch das damit 
gleiche sin .4 sin c, so entsteht die Gleichung: 

cos A ûnB -h sin A cos B cos c 

ctg a = ; — -7—. — , 

sin A sin c 

mit deren Hülfe man die Seite a linden kann, wenn die zwei 
Winkel A, B (von denen der eine der Gegenwinkel jener 
Seite ist) und die zwischen beiden liegende Seite c gegeben 
sind. Die entsprechende Gleichnng für b lautet: 
■; sin ^ + sin B cos A cos c 



ctgb 



n B sine 
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§ 9. Selbst der Fall, dasa aus den drei gegebenen 
Winkeln die Seiten gesucht werden, lässt sicli leicht von der 
an der Spitze dieses Abschnitts stehenden Formel ausgehend 
behandeln. Diese Gleichung 

coa ^ sin c = cos « sin i — sin a cos b cos C 
liefert durch Verlauschung von A und B 

cos B BiBc ^ cos b sin « — sin 5 cos « eos (7 ; 
wenn die zweite Gleichung, nach DurchmnltipÜ cation mit 
cos C, zur ersten addirt wird, so erhält man: 
sin f! (cos A -\- cDsB cos C] ^ cos a sin b sin^ C , oder da 

sin 6 sin C = sin B sin c ist : 
cos ^ + cos ß cos C = cos (Î sin B sin C oder endlich 
cos^ = — -cosßcosC-l-sinßsinCcosäi. 

Vertauscht man A und O, während B an seiner Stelle bleibt, 
so wird ferner noch; 

cos C ^ — coa i? cos yl + sin B sin A cos c 

und dies sind die gesuchten Gleichungen. Die letzte folgt 
auch wieder ans der dritten Hanptformel : 

cos c ^ eoa « cos b -\- sin a sin b cos C , 

wenn man in dieser die grossen und kleinen Buchstaben ver- 
tanscht und alle Cos negativ nimmt. 

Benutzung der Formel: 
cos c = cos a COI b -j^ '^m u sin b cos f 

g 10. Diese Foimel liEsst unmittelbai einen doppelten 
Gebrauch zu; in dem Falle nimlich, da'*=i ans den drei ge- 
gebenen Seiten a, b, c die Winkel aufzusnchen amd hat man; 
, co-î r — ■ cos a cos l 
sin a sin è ' 
wenn man dagegen aus zwei Seiten a, b und dem zwischen- 
hegenden Winkel ü die dritte Seite zu bestimmen hat, so 
wendet man die Gleichung in ihrer ursprünglichen Form an: 

cos i: =: cos ß cos b -\~ sma sin b eos C . 
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§ 11. Um auch die enl sprechenden beiden reciproken 
Aufgaben, mit Winkeln statt Seiten und umgekehrt, zn er- 
ledigen, steht die schuu üben entwickelte Gleichung 

cos C = — cos A cosB -\- sin A sin B cos c 

zn Gebot; sie ist unmittelbar in dieser Form anzuwenden, 
wenn aus zwei gegebenen Winkeln A und B und der zwischen- 
tiegenden Seite c der dritte, dieser Seite gegend b erliegen df 
Winkel C zu bestirami-n ist. Sind dagegen die drei Winkel 
des sphäriacben Dreiecks gegeben, so bestimmt man z. B. die 
Seite c durch dieselbe Gleichung in der Form 

cos C -4- cos A cos B 

sin A sin B 

§ 12. Die ganze sphärische Trigonometrie stützt sich 
auf die oben aufgestellten drei Gleichungen, und in ihnen 
zeigt sich ttberall die gleichzeitige Ersetzung jeder Seite durch 
den gleichnamigen Winkel und umgekehrt statthaft, wenn man 
nur alle vorkommenden Oos negativ nimmt. In der ersten 
jener Formeln, die keinen Cos enthält: 

sin C sin 5 _^ sin A 

sin c sin b sin « 
ist die Zuläaaigkeit dieser Vertauschnng an sich einleuchtend; 
aber auch die zwei andern Formeln zeigen nach dem Vor- 
stehenden unmittelbar die Möglichkeit der gleichzeitigen und 
vollständigen Ersetzung der Seiten dnrch die gleichnamigen 
Winkel und umgekehrt, wobei die angegebene Bemerkung tlber 
die Cos zu beachten ist, und man hat demnach folgenden 



Satz. 

Wenn die Winkel eines ieliebigen sphärischen Dreiecks 
mit A, Bj C und die Seiten mit «, b, o bezeichnet werden, 
so giebt es stets ein anderes sphärisches Ih'eieck, dessen 
Winkel die Seiten a, b, c jenes gegebenen Dreiecks zu zwei 
Hechten ergänzen, während seine Seiten die Winkel A, B, 
des gegebenen Dreiecks zu zwei Hechten ergänzen. 

Bei der Ableitung irgend eines neuen Satzes Ober das 
sphärische Dreieck aus einem an dem ursprünglichen Dreieck 
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erkannten mit Benutzung dieses Hülfsdreiecks behalten die in 
diesem Satz vorkommenden Sin ihr Vorzeichen,' während die 
Cos, nnd ebenso die Tang und Cotg, daa Zeichen weebselu. 
Mit Hülfe der Pole der drei Seiten des gegebenen Dreiecks 
läast sieh dieses » Polar dreieck" unmittelbar geometrisch nach- 



§ 13. Man kann demnach alle für die Auflösung der 
sphärischen Dreiecke erforderlichen Gleichungen in vier For- 
meln aasdrScken, von denen Übrigens je zwei unter einander 
derart zusammenhängen, dass die eine aus der andern entsteht, 
wenn in ihr die grossen durch dieselben kleinen Buchstaben 
nnd umgekehrt ersetzt werden, wobei alle vorkommenden Cos 
negativ zu nehmen sind; man braucht also nur zwei von 
diesen vier Formeln zu merken. Diese vier Gleichungen, mit 
den durch eyklische Vertauschung der StUeke entstehenden, 
sind die folgenden: 

Erste Formel. 

§ 14. Sie ist in zwei Fällen zu gebrauchen, wenn ent- 
weder aus den drei gegebenen Seiten irgend ein Winkel des 
Dreiecks gefunden werden soll, oder wenn aus zwei Seiten 
und dem von beiden eingeschlossenen Winke! die dritte Seite 
zu bestimmen ist: 

cos« — cosScose 
cos A - 



C03-B: 



ain h ai 
cos 6 — CO 



am c sind 
ic — eosßcosi 



iS3 = co3Ôcoac + ainôsinecos^ 
)si=cosccoau + aincsinöeoaB 
ysc =:eo3«cosS -[-sinrasinÄcoaC. 



Zweite Formel. 

§ 15. Sie ist analog in den beiden Fällen anzuwenden, 
daas entweder aus den drei gegebenen Winkeln irgend eine 
Seite des Dreiecks gefunden werden soll, oder dass aus zwei 
Winkeln und der zwischenliegenden Seite der dritte Winkel 
zu bestimmen ist: 
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cos -4 = — coaÄcoa (?+ sinSsinCcosa 
cos Ö ^= — cosCcos A + siDOain ^cos /> 
cos O = — cos Ä eoaB-^aiaA smBcosr. 



_ coa -4 -|- cos 5 cos C 
smfiainO 

_ coäÄ+eos Cco3.4 
ainCsin^ 

C0SC4-C03-iiC03 2f 



siiij^ ünB 



Dritte Formel. 

§ 16. Diese Formel betrifft den Pal!, dass ans zwei 
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel die beiden andern 
Winkel zu ermitteln sind: 



ctg^ = 
ctg7f= 
ctgC= 



cosasinô— sinacos^vcosC 



sind sin ^ 
cos c sin ö ~ sin ccos« cos^ 



ctgß=' 
ctg (7=' 



3 eos Ô — cos a sine cos C 



sin i sin C 
n J cos e— cosS sin e cos.i4 



sine sin .4 
1 CC03 « — cose sin« eosff 



Vierte Formel. 

§ 17. Sic bezieht sich endlich auf den Fall, daaa aus 
zwei Winkein nnd der zwischen liegend en Seite die beiden 
andern Seiten gefnnden werden sollen; mit den ecfordei'lichen 
Buchataben ver tau seil un gen erhält man die Formelgruppen : 



ctga: 
ctgi, 



_ coa..4 sinif -H sin ^4 cosfi cos c 



sin^sinc 
cos5äin6'+sin2Jcos6'c( 



sinfisina 
cosC'sin^ + sinC'cos^cf 



sin Cs'in h 



Ctgi: 



Ctgffl = - 



sin.4cosfi + cosj4ainBcos(; 



_ sinßcosC+eosBsinCcoaa 
ain C'cos^ + oosCsin ji COS J 



ainjiainÄ 



§ 18. Wegen ihrer Einfachheit und häufigen Anwendung 
erwälinenswerth sind hier noch die sechs Formeln, die die 
Auflösung der sämmtÜoben möglichen Fälle des rechtwink- 
ligen sphärischen Dreiecks geben. Wenn der Winkel C ein 
rechter ist, so dass also (-■ die Hypotenuse des Dreiecks 
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bezeichnet, während a und h die Katheten sind, so erhält man 
aus den hisher entwiclielien Formeln, mit cos<?=^û und 
sin C = 1 , unmittelbar die sei 



cos P ^ cos M COä b 

coäc = üigA ctg B 

sin a = sin c sin A und sin 6 = sin (^ sin B 

tg & = tg c cos A 11 tg ß = tg V C03 B 

tg a ^ tg ^ sin h >> tg i ^ tg iJ sin a 

cos j4 = cos M sin B » cos ß ^ cos i sin A . 

§ 19. Wenn man, wie gewöhnlich, logarithmisch rechnen 
will, so hat man aus den Formeln der frilhein Paragraphen 
andre, in Productform Übergeführte abzuleiten, was durch 
gewisse Umformungen, die auf die halben Winkel und halben 
Seiten führen, leicht möglich ist, wie die folgenden Para- 
graphen zeigen. 

Erste Umforiniiug. 

§ 20. Ans der ersten Formel 

cos a — cos i coa r 
ao9A= - — ■'"/,■' erhält man 



l -\- c(i%A - 



sin b sin <- 

a — coa {b - 



- cos A 

cos [b 



sin 6 sin c ' 

tg'-|^ ist, so wird also: 



tg» I ^ = - 



'S a ■ — ■ cos (6 -f- c) 
Erinnert man sich ferner, dass 



— . cos (/ = 2 sin - — —^ sin -- „ ■ ist, au erhält man: 
tg ^ ^ = 



/ . a — h + i: . a + b — c 
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Allgemeine sphärische Trigonometrie. 

Zweite ümformiiag. 
§ 21, Ganz ebenso ist ans der Gleiehuog 
cos A -\~ cos B cos C 





sin ß sin C " ^' 




--cos(ß + e) — cos^ 




^ '' sin 5 sin C 




cos ^ + cos {B — C] 


' sin B sin C 


durch Division der 


beiden letzten Gleichungen wird wieder: 


tgH« 


cos [B + C] + cos A 
- cos(B-C) + cos^' 


uad da eadlicli co 


sp + cosï 2eos-^7^cos-^ + ^h 


so erhalt man: 




^ 


/ ^^^B + a~ A ^^_S + C+A 


"■'" \/ 


cos-ß-f + '^co.-»+^'+-^ 



Dritte Umformung. 

§ 22. Durch Division der beiden Foimen der ersten 
Gleieliung 

cos u — cos b C03 =: sin b sin c cos ,^1 
cos ft — cos « eos c = sin a sin c eosÄ 
erhält man: 

cos a — cos i eos c __ sin è cos A sin B cos A 
cos é - — cos a cos c sin a cos fi sin A cos B 

Addirt man in dieser Gleichung auf beiden Seiten i, so erhält 
man: 

, , ,.,, sin(^ + B) 

COâU + COS l/\\l — cos C; = . j7 , 

' ^ ' sin -4 cos ß 

zieht man dagegen auf beiden Seiten \ ab, so ergiebt sich: 

(cos a ■ — cos /'] { I H~ cos r] = —, — j-- ; 
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50 L. Euler, 

und aus den letzten zwei Gleichungen wird durch Diviaioi 



-eosi^ 2 sin(-B + A} 



sin (ü - 



Da nun —^- - ■ = tg T tg ^ „-^ ist, so liefert 

die letzte Gleichung 



tg 



■ 2 '•^^2 ~sin(if + ^] 
§ 23. Nimmt man anderseits den Sinns-Satz: 

sin b sin ß 

sin a sin ji 
zu Hülfe, so ergiebt sieh aus ihm unmittelbar 
sin b — sin ß sin B — sin ^ 



sin Ô -H sin ß sin B + sm A 

b^n h + a B — AN-\-A 

tg _-_ ctg— ^ = tg— ^ ctg ^ . 

Multiplicirt -man mit dieser Gleichung die am Schluss des 
letzten Paragraphen gefundene, so erhält man: 

/ . 1S — A\^ 
I b — aV >. P"~^" 

Itg— ^1 ctg- ; c = ^_^^>î "dei" nach Ausziehung 

(siü^^) 

der Wui-zel: 

. Ji — A 

tg-=^ctg^c= ^l^ ; 

sin 2 
dividirt man dagegen die zwei genannten Gleichungen, so wird 

tg --2- etgj,.^ ^ - 

cos — ~ 

Diese Formeln ermöglichen die Lösung des Falls, in dem 
aus den gegebenen zwei Winkeln A und B und der zwischen- 
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liegenden Seite c die beiden andern Seiten a und b zu be- 
stimmen sind, indem man jene Gleichungen in der Form 
benatzt : 



= t6lr^ 



Vierte UmforiDung. 

§ 24. Aul' demselben Weg erhält mau ans den zwei 
Gleichnngen 

cos A -\- cos 5 cos C = sin B sin C eos a 
cos JÇ + cos ^ cos C = sin ^ sin C eos b 
zunächst durch Division beider: 

cos j4 4- cos 5 cos C sin /J cos « sin è cos « _ 

cos B + cos -4 eos 6' sin A cos h sin « cos ö ' 

indem man auf beiden Seiten je die Einheit addirt nnd anb- 
trahirt, ergeben sich hieraus die zwei Gleichungen: 

(coa^4-cosÄ)(l + cos C) = ^ . ° ^"' ^ ^' ""'1 

(eos A — cos Ô) ( 1 — cos C] 
Division dieser Gleichung giebt: 
cos A -{- n 



cos A — cos if 

. S — A^ 

tg — - - - tj 



■ ctg*-^ 6' = 



Multiplicirt und dividirt man diese Gleichnng mit der j 
Beginn des letzten Paragraphen entwickelten 

B~A B±A _ b — a , b + a 
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52 L. Euler. 

so erhält man die zwei Gleichungeu: 
RA ^' 

si 



die fflr den Fall daas zwei Seiten und der zwischenliegende 
Winkel gegeben sind sich hianchbii zeigen 

§25. Wenn man die n den voihergehenden Parafci ipben 
entwickelten Formeln allen BiicLs laben v ei tani>chungcn untei 
wirft, so erhält man fflr die ei ten vier FîUe dei Berechnung 
der sphärisehen Dreiecke die folgenden 7 n «a mm en stell nn gen 






/-,=n<' + ft-«-i„'' + ''-6 




/, + <: — a .«-i-h + c 
2 ■"" 2 


,.i±^,.i±^ 


2 ^'" 2 


f.a + t-b.b + c-,. 
2 ^ 2 


1 « + »-«,• + » + •! 



¥ 



— C03 — „ 



-1 / COS ^ - COS 

j/ cos -^-^—cos— î^ 

VI cos ■ — !— n eos ■ ■ ■■■ ^ - 
cos — — .; cos — '—- 
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. S—A 






B + A 
)3 2 

C— -B 

a 

C + .B 



ctg^t?- 






t; 2b Die unm ttelbaj voiLei^eh ndbn Fomeln (für die Fälle 
III und I\ ) lielem auch sofort à e Anflösnog der Fälle, in denen 
zwe beiten und die hnen gegenübei liegenden Winkel gegeben 
sind und die dritte beite odei dei dritte Winkel verlangt wird. 
Man kmn das veilan^te Sttlck je luf doppelte Art berechnen; 
die F iraeln mit allen Buchstabenvertaasehiingen sind nämlich: 
. B+A B+A 



V. tg^- 



h- 



. B~ 



2 



•51« = %—- —c-l-i 
- »n— j 

. A + C 
, . , , « — f^™ 2 



tsio = tf- 



'el«='s-l ciTji 



tgi*=ig- 
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54 I^. Euler. Allgemeine sphärische Trigonometrie. 



VI. etg-'-C'=fg--- 



etgA^ = tjC 



c + b 



ctg-LC= tg 






DJe vorliegende Abhandlung kann also in der That als 
vollständiger Abriss der ganzen spliäiriachen Trigonometrie 
betrachtet, werde». 
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Nachwort. 



1. Leonhard Euler, geb. 15. April 1707 in Basel, gast, 
18. Sept. 1783 in Petersburg, war einer der grössten mathe- 
matischen Forscher aller Zeiten und der fruchtbarste unter 
ihnen, ja wohl der u fruchtbarste wissenschaftliche Schriftsteller, 
der je gelebt hat« [R. Wolf), endlich insbesondre durch 
seine alle Zweige der Mathematik nmfassendea, klaren und 
methodisch von Andern kaum erreichten Lehrbücher der eiu- 
flussieiebate Lehrer moderner Mathematik, Da in jeder be- 
liebigen Encyclopädie sich eine Biographie findet, so mögen 
hier die folgenden kurzen Notizen über die Lebensumstände 
Euler'% genügen. 

In Basel von Jo/i. BernoulU vorgebildet, wurde Euler 
schon 1727 auf Veranlassung der Söhne Nikolaus und Daniel 
seines Lehrers, die in St. Petersburg wirkten, an die dortige 
Akademie berufen, mnsste aber, da unmittelbar nachher die 
Kaiserin Katharina I. starb, drei Jahre lang als Marineoffioier 
dienen. Einer Menge seiner Schriften ist übrigens dieser 
praktische Dienst sichtlich zu gute gekommen. Im Jahr 1730 
zum Prof der Physik, 1733 auch znm Prof. der hohem 
Mathematik ernannt, entfaltete Euler eine ansserordentliehe 
Thätigkeit; schon in seinem 30. Jahre besass er europaischen 
Ruf. Von Friedrich dem Grossen 1741 an die Berliner Aka- 
demie berufen [und später zum Director der mathematischen 
Oiasse dieser Akademie ernannt) wirkte er im ganzen 25 Jahre 
lang in Berlin; 176() wurde er unter glänzenden Bedingungen 
nach St. Petersburg zurückberufen. Im gleichen Jahre hatte 
Euler das Unglück, durch den Verlust des zweiten Auges [das 
erste hatte er schon 1735 eingebüsst) vollständig zu erblinden. 
Aber selbst dieser, für jeden Andern unüberwindliche, schwere 
Schlag hemmte nicht seine Arbeitskraft und Arbeitslust; selbst- 
lose Hilfsarbeiter, wie sein ältester Sohn Johann Albert, im 
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Utzteu Jahrzehnt stines Lebeua fäSt anasehliesslich Nik. Fuss 
traten ihm zur Seite. Noch bis zu beinahe 50 Jahren nach 
Euler's Tode erschienen Abhandlungen von ihm in den Ver- 
öffentlichnngen der Peleräbnrger Aitademie. 

Es ist ganz unmöglich, hier der Bedeiitnng iw/ej-'a filr alle 
Zweige der Mathematik auch nur in umrissen gerecht zn wer- 
den; in allen Theilen der mathematischen Wissenschaften giebt 
es Euler'scha Zahlen, Euhr'w'ha Bezeichnungen (man denke nur 
au die Bezeich nun gen e und ti), ^wfej-'sehe Sätze, ^w/cr'sche 
Theoreme. Die elementarsten wie die schwierigsten Gebiete 
der reinen und angewandten Mathematik hat er bearbeitet und 
bereichert; die selbständig erschienenen Werke umfassen eben- 
sowohl eine elementare sBinleitung in die Arithmetik« und 
eine noch heute sehr brauchbare elementare o Anleitung zur 
Älgebrac wie Lehr- und Uandbüeher der hohem Mathematik 
von der Bedeutung der »Introductio in Analyain infinitorum«, 
der u Institution es calculi differentiaUs« und der »Institution es 
calcnli integralis » ; daneben stehen eine Reihe von Werken 
physikalischen, nautischen und astronomischen Inhalts, mathe- 
matische Werke, die ganz neue Zweige der Mathematik be- 
gründeten, wie denn z. B. die moderne Mechanik zum grossen 
Theil eine Schöpfung Euler'i ist, der auch die Variations- 
rechnung mit begi'ündete und ihr den Namen gab; daneben 
stehen endlieh die zahllosen in Zeitschriften erschienenen Ab- 
liandlungen, die sowohl für Erweiterung nnd Vertiefung aller 
Zweige der mathematischen Wissenschaften, als auch didactisch 
Ausserordentliches geleistet haben: wenn man die Bände der 
Veröffentlichungen der Petersburger und Berliner Akademien 
durchsieht, so erstaunt mau über den unerschöpflichen Reich- 
thum dieses Mannes, Während in selbständiger Form 32 Quart- 
bände und 1 7 Octavbände von Euler erschienen sind, beträgt 
die Anzahl der zu seinen Lebzeiten veröffentlichten, z. Th. 
umfangreichen Abhandlungen gegen 500, die Gesammtzahl 
seiner Abhandlungen über 700; «eine Fülle von Schriften, 
welche in einer Gesammtansgabe in Quart mindestens 2000 
Druckbogen einnehmen würden« [Cantor]. 

Näheres über Eulers Leben und Gesammtwerk siehe in 
den Schriften: «Éloge de Mr. Léonard Euler« von Nicol. 
Fuss, St. Petersburg 1783, deutsch von Fuss selbst mit Zu- 
sätzen, Berlin 1786; »Éloge de M. Euler« von Condorcet in 
der Histoire de l'Académie Royale des Sciences de Paris, 
Jahrgang 1783; kurze Biographie von M. Cantor in der 
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"Allg. Deutschen Biographie«, herausgegeben von der Hi stör. 
Commiss. bei der Kgl. Bayr. Acad. der Wiss. in Mftnehen, 
ß. Bd. Leipzig 1877, 8. .122—430; Rudio, Leonhard Euler, 
Basel 1884; Derselbe, Die Baseler Mathematiker Daniel Ber- 
nouUi und Leonhard Euler, ebend. 1884 u. s. f. Verzeichnisse 
der ^M^er'achen Ahhandlnogen finden sich femer z. B. im 
Artilcel Euler in dem Poggendorß'&chQn «Biogr. -Litterar jseh en 
Handwörterhuch zur Geschichte der exacten Wissenschaften" 
(1. Band 1857), aus der i^sä' sehen Biogi-aphie (a. u.) ent- 
Doramen und chronologisch geordnet (das Verzeiehniss um- 
fasst 14| Spalten); nach dem Inhalt geordnet in der uCorre- 
apondance mathématique et physiqac de quelques célèbres 
Géomètres du XVUL siècle, procédéo d'une Notice sur les 
Ti-avaus de Léonard Etiler, von P. H, Fuss, 8t. Petersburg 
1843, 2 Bände. 

2. Was Euler spcciell für den Gegenstand der zwei vor- 
stehenden Abhandinngen, die Trigonometrie, geleistet hat, 
findet sich auch gut gewürdigt bei lt. Wolf, Handbuch der 
Astronomie, ihrer Geschichte und Litteratur, l.Bd., I.Hälfte, 
Zürich 1890; auf diese Bedeutung Euler'ä für die Trigono- 
metrie ist hier wenigstens noch ein Blick zn werfen. 

a) Die analytische Behandlung der goniome tri sehen 
Functionen ist recht eigentlich erst durch Euler begründet 
nnd, darf man sogleich hmzufugen, es ist dieser Abschnitt 
der Trigonometrie und Analysis auch von ihm so ziemlich 
abgeschlossen worden. Die Abhandlung von 1739 »Methodus 
facilis compulandi angulorum Sinus ac Tangeutes tarn naturales 
quam artificialesu (erst 1750 in den Comment, der Petersb. 
Ak. erschienen) gab einfache Reihen und Producte zur Be- 
rechnung der KreiafuDCtionen und ihrer Logarithmen; 1748 
gab Euler die bequemen Eeihen fui sm« 90" und cosw. 90° 
mit einer grossen Zahl von Deciraalstellen ; die «Introduction 
enthalt den ganzen analytiich-goniometii'ichen Formelapparat 
in grosser Vollständigkeit. 

b) Auch der zweite Hauptabschnitt der Trigonometrie, 
die ebene Trigonometrie, deren Behandlung durch Eule)- wir 
hauptsächlich aus einer Ausaibeifung seines Vortrags in Berlin 
zu Anfang der 50er Jahre aus L Bettrand'n, Darstellung 
kennen (Abschnitt Trigonometrie in dem Développement nouveau 
de !a partie élémentaire des Mathématiques, Genf 1778, 2 Bde.] 
war vor und nach Euler etwas ganz Verschiedenes. Während 
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man vorher die Lehrsätze ober das ebene Dreieck in um- 
stÄDdliche, diircli Worte an szii Sprech en de Analogien (Propor- 
tionen) kleidete, hatte " dieser grosse Geomeler die glückliche 
Idee, die Seiten des Dreiecks mit a, b, o nnd ihre Gegen- 
winkel mit A, B, C zu bezeichnen« [Wolf], Man muss 
damit allein schon Euler als den Schöpfer der eleganten 
Form Tind der mnemotechnischen Geschmeidigkeit, der be- 
quemen Sehreibbarkeit nnd bequemen praktischen Anwendung 
unserer heutigen trigonometrischen Formeln bezeichnen. Auch 
der Formel- und Heehnungs -Apparat der praktischen ebenen 
Trigonometrie ist nach ihm nicht mehr besonders stark er- 
weitert worden: mit den Gleichungen von MoUweide im ebenen 
Dreieck nnd namentlich mit der Polygonometrie [Lexell, De 
resolutione polygonornm rectilineorum , in den Gomment, von 
Petersburg 1775/76 und i'HMÄ'e)-, Polygonometrie, Genf 1789) 
war, wenn wir von einigen Schwerfälligkeiten und Inconse- 
quenzen der praktischen Rechnung in diesen altern Werken 
absehen, so ziemlich alles vorhanden, was wir auch heute 
benutzen und brancheu, — ■ Es ist geradezu merkwürdig, dass 
jener, durch seine Einfachheit und sein Naheliegen um nichts 
weniger geniale Einfall Euler's, die rationelle Bezeichnung der 
"Stöcken des Dreiecks sich so langsam einbürgerte, dass z. B, 
noch mehr als 30 Jahre später (1785) der so verdienstvolle 
Boscovich für Seiten und Winkel ganz willkürliche Buch- 
staben verwendete, dass C'agnoU in seinem ausgezeichneten 
Handbuch der Trigonometrie (1786) zwar für die Winkel die 
Beziehungen A, B, C annahm, für die Seiten aber AB, 
AC, BC \) belt |a da s n les gel hrten Pfled e gleich- 
zeitiger Alhandluug (1785j Analy st n ulo um ecülineo- 
rnmii n htnu de anaht chen C nomet tE l s zum Trotz, 
der iiSnu fotu m e noch an Ihcl n l llep]t wird, 
sondern z B de pyth'igo h Lei tz tu las beliebige 
ebene D e ck î n w jet t m t Eul so be inem n l leicht 
merkba n de Fo Tt 

schreib n n 1 C le ch n e 1 t 

BV ^ 1B ^ÄZ — ibX iCX ^ aBAC 
n tot 
c) N h n h k una h t d wäh te t nelle Be- 
zeichnu EvI 1 Ra mt g n metr e zu gute Während 
auch h ni lit n 7 t d e w n n b k nul n Cl hungen 
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in die Form schwerfälligei- Analogien gekleidet wurden, konnte 
Suler, allein schon in Folge der bequemen Uebersicht, den 
Formelachatz gleichsam spielend vermehren; er zuerst stellt 
neben jede Formel die ihr polar entsprechende, z. B. neben 
cos ß = Cüs Ô C03 c + sin Ô sin c co3 A auch 
cos ^ = — COS if cos C + sin B sin C cos ä ; 
er führt zur bequemem Rechnung bei ähnliehen Formeln die 
«Hütfswinkeln ein; er leitet die logarithmisch so bequemen 
Formeln für die Functionen der halben Winke! ausgedrückt 
in den Seiten und umgekehrt ab ; er löst jeden Fall des 
sphärischen Dreieck^ direct, ohne Zerlegung in rechtwinklige 
Dreiecke auf; er iiberläsat der spätem Zeit, was den für die 
praktische Rechnung am sphärischen Dreieck erforderliehen 
Apparat betrifft, eigentlich überhaupt nur noch die Aufstellung 
der Delambre'sobn'a Gleichungen [Delamhre 1807, MoUweide 
1808, Gattss 1809), der £'SM«7îVschen Esceasformel für 
tg -J e in den Seiten ausgedrückt und der damit ausammen- 

hftngenden Formeln für I -~ ^1 n- 3' f- 

3. Doch es mögen nnnmehr die zwei hier übersetzten 
Abhandlungen Muler's über die sphärische Trigonometrie fiir 
sich seibat sprechen. Ihre Titel sind; 

Principes de la l^igonométrie sphérique, lires de la 
Méthode des pins grands et pins petits; Mémoires de l'Académie 
Royale des Sciences et Belles-Lettres [Berlin), Classe de Philo- 
sophie espéri mentale. Tome 9, Année 1753 (veröffentlicht 
Berlin 1755), S. 223—257; und 

Trigonometria aphaerica unlversa, ex primis principils 
breviter et dilueîde derivata; Acta Academiae scientiamm 
imperialis Petropolitanae, pro Anno 1779, pars prior (veröffent- 
licht Petersburg 1782), S. 72—86. 

Beide Abhandlungen zeigen in hohem Grad die Klarheit 
und systematische Anordnung aller Arbeilen ^w/ej-'s; aller- 
dings macht sieh seine oft etwas breite Darstellung, die sich 
öfters bis zu Wiederholungen steigert, auch hier da und dort 
bemerklich. Niemandem aber, der sich mit Trigonometrie zu 
beschäftigen hat, sollten diese beiden Abbandlnngen unbekannt 
sein. In der ersten wird, nachdem, unter stetem Ausblick 
auf die sphäroidiache Trigonometrie, mit Hülfe der Variations- 
rechnung die Formeln: 
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sin a : sin j4 = sin i : sin 5 = sJii e : sin C 

cos j4 = — cos ß cos C + sin B sin O cos « 
cos « ^ cos Ô cos r. -^r siüb sin c cos A und 

sin (I tg C — sin 5 tg c ^ cos a cos i^ tg (7 tg c 

als die vier Gnindformeln der sphärischen Ttigonometrie auf- 
gestellt sind, die Anflösnng aller Fälle des rechtwinkligen 
nnd beliebigen Dreiecks gelehrt. Wir betrachten jetzt freilich, 
da wir zngleieh mit der Ahleitnng der Formeln durch die 
räumliche Coordinaten-Transformation ihre allgemeine Gültig- 
keit nachweisen wollen (nach dem Vorgang am »astronomischen 
Dreieck«), neben der ersten und dritten- dieser Gleichungen 
eine von der obigen vierten etwas abweichende Formel als 
dritte Grandformel des Dreiecks und es ist bemerkenswerth, 
dass Euler in der zweiten Abhandlung gerade diese drei 
modernen G rund form ein , auf anderem Weg allerdings nnd 
ohne den Nachweis allgemeiner Gültigkeit, als solche aufstellt. 
An sich ist freilieh klar (und grade durch Etiler klar ge- 
worden), dass man von einer der Grundformeln ausgehend die 
andern analytisch ableiten kann (vgl. die Entwicklung von Gua, 
Ti-igonométrie sphériqne in den Mémoires der Pariser Akademie 
fflr 1783 nnd die vereinfachte von Lagrange in den »Solutions 
de quelques Problèmes relatifs aux Trianglea sphériques, Joui-- 
nal de l'École Polytechnique, 6. Heft, 1799); aber es ist doch 
auch hinzuzufügen, dass Gauss in seiner, gegen die Lagrange- 
sehe abermals vereinfachten Entwicklung (Werke, Band IV, 
S. 401 — 403: Entwicklung der Grnndformeln der sphärischen 
Trigonometrie), nachdem er, ziemlieh umständlich, die allge- 
meine Gültigkeit seiner Aasgangsgleichung 

CS« = cns è cos c 4- sin b bin < ^in 4 
nachgewieaen htt n Semen viei Giundformetn [A] bis [D] 
gerade die )ben in geschn ebnen vier Giundgleichungen dei 
ersten Abb^iudlun^, Euler s ableitet Die zw eite dei Eulei 
sehen \bliandlungen giebt in dei That diluc de dem ata An 
leitung zui sphärischen Dieiecksrechnnng 

Was man beiden Abhandlungen M:i«erfen kann lot lusser 
der, wie schon ingedeutet sieh oit zeigenden grossen Ana- 
flihrlichkeit dei "yangel der Nachweise der allgemeinen Gültig 
keit der Foimeln odet dei Iniersuchung ihiea Geltungs 
bereichs ( moderne ^tienge hält zwai mit Recht manche 
£w?fij'"sthe ßew se füi i ngenugend dlem die ^ttze selbst 
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bleiben fast durchgängig bestehen« [Cantor]]. Eine empfind- 
liche Lücke ist insbesondre das Fehlen einer Discnssion des 
Casus ambiguiis (gegeben zwei Seiten nnd der Gegenwinkel 
der einen, oder zwei Winkel und die Gegenseite des einen). 
Ferner hat es Wolf mit Recht auffallend gefunden, dass Jiuler 
in den FormeSn für die Functionen der halben Winkel, aus- 
gedrückt in den Seiten, und umgekehrt, es unterlassen hat, 
für die Summe der Seiten, im zweiten Falle der Winkel, oder 
noch besser für die Hälften dieser Summen besondre Bezeich- 
nungen einznführen, wodurch diese Formeln so viel einfacher 
und Übersichtlicher werden. [Uebrigens ist die Belianptung 
Wolfs, dass man diese Einführung dann erst Delambre, ja 
djiTiernd noch viel Spätem verdanke, irrthllmlieh: z. B. findet 
sich in der schon oben genannten Dissertation Pfleiderer'& 
über die Auflösung der ebenen Dreiecke von 1785 die Glei- 
chung für die tg des halben Winkels in der allerdings nicht 
eben anmutiiigen Form der Analogie: 

\S[\S~-BC]:{{S~-AB)[^S~AC) = si^.'m'-.t^CBÄc']. 
Was die üebersetzungen der beiden Abhandlungen 
betrifft, so habe ich, ohne dass ich geglaubt hätte, in den 
Anmerkungen jede einzelne kleine Abweichung anzeigen zu 
müssen, nicht überall ganz wortgetreu, aber wie ich hoffe, 
überall sinngetreu übersetzt; dies gilt besonders für die zweite 
Abhandlung (von 1779). Ich muss das ürtheil darüber selbst- 
verständlich dem Kenner überlassen. Eine Anzahl von Druck- 
fehlern in den £!uler'äehen Formeln ist verbessert. Nur über 
eine Aenderung, die man vielleicht etwas eigenmächtig finden 
wird, glaube ich noch einige Worte sagen zu müssen; es ist 
nämlich der französischen Schreibweise sin*(jp statt der von 
JSule} angewandten deutschen sin çj' für (sin rp)^ der Vorzug 
gegeben Der Streit über diese Bezeichnungen hat bekanntlich 
seit fast 100 Jahren niemals gernht und ist auch hier nicht aus- 
zutragen An sich ist ja kein Zweifel, dass die einzige richtige 
Schroibait (sin ly)* wäre, wenn man von der noch umständ- 
lichem, und noch weniger übersichtlichen, auch nur eben 
allenfalls noch für das Quadrat brauchbaren sin ip , sin tp 
absieht, es fragt sich aber eben, wie soll man schreiben, 
wenn die lästigen, weil oft vorkommenden. Klammern 
oder Siiriogate dafür, wie der Strich in sin ()p , wegbleiben 
sollen^ Die Schreibweisen ig'a: und tg a:' sind an sich beide 
Ligenttich unviehtig: denn die erste heisst nach sonstiger Ana- 
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logie in der Analysis taug (tang a^], die zweite aber eben so 
gut tang des Quadrats von x, ebenso wie log i^ nicht nur 
(log a)* , sondern auch log (a'j bedeuten kann. Da in der 
Trigonometrie (im Gegensatz zum analytischen Theil der 
Goniometrie) dieae beiden Bedeutungen, tang (lang x] und 
tang(3;*) nie vorkommen, so kann man hier, der Einfachheit 
zu lieb, die eine oder andere der Schreibarten tg* x oder tg j:' 
wählen; da aber hier in der Trigonometrie im eben ange- 
deuteten Sinne um so häufiger Ausdrücke wie: Quadrat der 

tg von — - — , Quadrat des Sinus von \ a , Quadrat des cos 
von 180° minus [ß + y) zu schreiben sind, so ziehe ich, mit vielen 
Andern, hier stets tg' ^ — , sin'—, co3*(180 — [i^ + y]) 
und damit also auch sin* A n. s. w. vor. Man könnte sich zwar 
z, B. die Schreibai't tg — , (ohne Klammer) schliesslich ge- 
fallen lassen, da auch eben das Fehlen der Klammer andeuten 
könnte, daas das Quadratzeichen nicht zum Winkel, sondern zu 

tg gehört; aber schon sin— wäre nicht wohl möglich und den 

dritten Ausdruck von den oben angeführten könnte man ohne 
dritte Klammer auch nicht schreiben. Also, wenn man nicht 

mit Euhr jtg — - — I schreiben will (wie übrigens auch in der 

Ueberaetzung oft geschehen ist), so mag es in der prak- 
tischen Trigonometrie, um die Klammern zu erspai'en, bei 

,b — a 
tg* — ^ - und damit auch bei sin^ a statt sin et* bleiben. 

Die Ausdrücke für die Quadrate, die Euler noch in der 
Form pp, CC, . . . gebraucht, sind durch jt»', C* . . . ersetzt; 
an Stelle der i^wfer'schen A sin, A cos, ist unser arc sin, 
arc cos benutz!. 

Den Figuren habe ich, soviel man auch gegen die »zwei- 
spitzigen« Abbildungen der Kugelkreise nnd andres einwen- 
den kann, den Charakter der i^w/erschen lassen zn sollen 
geglaubt. Auch die uns heute, da die ^w/er'sche Bezeichnung 
in Fleisch und Blut übergegangen ist, unnöthig erscheinende 
Wiederholung der Fig. 4 im zweiten Theil habe ich, als durch 
den EuUr'aiAe'a Text vorgeschrieben, beibehalten. 
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